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1 Linguagens e Expressoes Regulares

Exercicio 1 Considere um alfabeto A e o monoide livre A* gerado por A.
Sejam t,u,v e w palavras de A*. Demonstre que se tu = vw entdo existe
uma unica palavra z de A* tal que

e out=v.zezu=w
e ouv=tzezw=1u

Este lema é conhecido por Lema de Levi.

[Respostal o

Exercicio 2 Considere um alfabeto A e o monoide livre A* gerado por A.
Recorde a definicao da relagao de ordem prefixo sobre as palavras: para

duas palavras a e b, a < b se a € um prefizo de b (i.e. Ic € A*.b=a.c).
Sejam uy, ug, v trés palavras de A*. Demonstre que

(up <V)A(ux <v) = (ug <ug)V (ug < uy)

Respostal O

Exercicio 3 Considere um alfabeto A e o monoide livre A* gerado por A.
Sejam a e b letras (elementos do alfabeto A) e uw uma palavra de A*.
Demonstre que

va=bu = a=bAuca

Dica: Prossiga por indugao sobre |u].

Exercicio 4 Demonstre que para qualquer linguagem L, L* = (L*)*

[Respostal

Exercicio 5 Para cada uma das linguagens requlares sequintes, dar uma
expressao reqular que represente o complemento.

o (atb)D



o ((a+b)(a+)
O

Exercicio 6 Demonstre que cada uwma das expressoes requlares sequinte €
equivalente a (a + b)*

° (a*b*)*
e D+e+ala+0b)"+bla+b)*
e a* + (a*b*)*b(a + b)*
U

Exercicio 7 Dar uma expressao reqular para a linguagem das palavras sobre
o alfabeto {a,b,c} tais que estas contém exactamente duas ocorréncias da
letra a, que cada ocorréncia de b estd imediatamente sequida de pelo menos
duas ocorréncias de ¢ e que terminam por uma ocorréncia de a. ad

Exercicio 8 Considere o alfabeto A = {a,b} e A*, o monoide livremente
gerado por A. Dé uma expressao regular para as linguagens sequintes:

e a linguagem das palavras onde cada ocorréncia de a € imediatamente
precedida de uma ocorréncia de b;

e a linguagem das palavras que contém pelo menos uma ocorréncia de
abab;
e a linguagem das palavras que nao contém ocorréncias de aa nem de bb;

e a linguagem das palavras que contém um numero impar de ocorréncias
de a e um numero par de ocorréncias de b;

e a linguagem das palavras que contém pelo menos uma ocorréncia de ab

e de ba.
O



Exercicio 9 A seguinte tabela lista algumas equivaléncias entre expressoes
requlares.

1 |ae=€eca=a elemento neutro da concatenacao

2 la+0=0+a=a elemento neutro da uniao

3 | (a+B)+v=a+(8+7) | associatividade da uniao

4 | (af)y = a(By) associatividade da concatenag@o

b |la+ =0+« comutatividade da uniao

6 |at+a=« rdempoténcia

7 | a(f+7) =ab+ay distributividade da concatenagao a direita
8 | (B+y)a=Pa+yu distributividade da concatenagao a esquerda
9 | ot =ac* =a*a relacao entre fechos

10| a*=e+a’ relagao entre fechos e uniao

11| (a+€e)" =(e+a) =a* | relagao entre fechos e uniao

Utilize esta tabela para a resolucao das alineas sequintes.
1. Mostre a equivaléncia de a*b+ a*bb* com a*b*t

2. Reduza a expressao reqular ab* + b(b* + a™)aa
U

Exercicio 10 O seguinte algoritmo calcula uma expressao reqular e a partir
duma gramdtica reqular G tal que L(G) = L(e)

Algoritmo: Conversao de uma gramdtica reqular numa expressao reqular
Entrada: Uma gramdtica reqular

Resultado: Um sistema de equagoes de expressoes requlares

1. Para cada simbolo nao terminal A, que apareca no lado esquerdo de
uma producdo A — aqQs...qn, gerar a Sequinte expressao: A =
D103 . .. ¢, onde @; € a expressao reqular correspondente a ;.

2. Para cada simbolo nao-terminal A, que apareca no lado esquerdo de

uma produ¢io A — aqlas| ... |ay,, gerar a sequinte expressao reqular
A=0¢1+ ¢o+ ...+ ¢, onde ¢; € a expressao reqular correspondente a
Q;.



3. Simplificar as expressoes requlares usando as regras da tabela anterior
ou as regras sequintes:

(a) A= 05+ aA € equivalente a A = o*f3
(b) A= p+ Aa € equivalente a A = pa*

4. Resolver o sistema de equacao em ordem ao simbolo inicial.

Descreva por uma expressao reqular a linguagem gerada pelas gramdticas
descritas pelas produgoes sequintes:

Serao valorizadas as resolucoes utilizando o algoritmo apresentado, em-
bora outros tipos de resolugdoes (uma resolugao ad-hoc por exemplo) sejam

acettes.

gramdticas sequintes:

1. S — ¢S|B|A
A — alaA
B — b|bB
2. S — Sa|B
B — b|Bb
3 S —= SA
SA — BS
BS — ab
B — a
A = ¢

O

Exercicio 11 (Reconhecimento duma string por uma expressao regular)
Neste exercicio, propomo-nos de escrever uma funcao que permita determi-
nar se uma palavra pertence a uma linguagem L(r) gerada por uma expressao
reqular r. As expressoes requlares sao representadas elementos do tipo OCaml

sequinte:

type expreg =

Vazio
Epsilon
Caractere
Uniao
Produto
Estrela

of
of
of
of

char

expreg * expreg
expreg * expreg
expreg

(*
(*
(*
(*
(%
(*

Linguagem vazia () *)

Palavra vazia € *)
Caracter c *)

r1|ry *)

T1Ty *)

¥ %)
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. Defina uma fung¢ao contem_epsilon : expreg — bool que determina

se a palavra vazia € pertence a linguagem gerada pela expressao reqular
dada em pardmetro.

Respostal

. Define-se por residuo duma expressao reqular r relativamente a um

caracter ¢ da forma sequinte :
Res(r,c) ={ w | cwe L(r) }

(a) Calcula Res(r,c) no caso de r = (alb)*a e ¢ € {a,b}.

(b) A linguagem Res(r,c) pode ser ela propria descrita por uma ex-
pressao reqular. Escreva uma fun¢ao residuo : expreg — char —
expreg que calcula, a partir de r e de ¢ uma expressao reqular r’
tal que L(r") = Res(r,c).

(¢) Calcular residuo r ¢ no caso onde r = (alb)*a e ¢ € {a,b}.

Respostal

. Deduzir uma fungao reconhece : expreqg — char list — bool que

determina se uma lista de caracteres pertence a linguagem definida pela
expressao reqular dada em pardmetro. Respostal

. Aplicar esta fun¢do ao reconhecimento da palavra aba pela expressio

reqular r = (alb) * a.

Autdématos de Estados Finitos

2.1 Autématos e Linguagens

Exercicio 12 Apresenta um autémato que reconhece a linguagem gerada
pela expressao regular (aa)*(c + bh)*. O



Exercicio 13 (construcao de autématos a partir de linguagens regulares)
Seja ¥ = {a, b} um alfabeto.

e Defina um automato que reconheca palavras de comprimento impar

O

Exercicio 14 (Construgao de autématos a partir de expressoes regulares)
Seja X = {a,b,c,d} um alfabeto. Dé o automato determinista minimal que
reconhece as expressoes regulares sequintes:

o ((atc))
e ab(a+ b)*(bc + cd)
o (c+d)a(aa + bbb)*

2.1.1 Autématos Deterministicos

Exercicio 15 Considere o automato deterministicos (QQ = {qo, ¢1,q2,q3}, 2 =
{a,b},0,q0, F = {q2}) cujas transi¢oes sao:

a |b

do | 91 | 93
d=|q | B
42 | 42 | 42

q3 | 43 | 43

1. desenhe o autémato considerado;

2. Qual é a linguagem aceite por este autémato?
|

Exercicio 16 (Retirado do livro de Papadimitriou) Considere os au-
tomatos das figuras[1) e[3.

e Apresenta, para cada um dos automatos, o caminho sequido pelo re-
conhecimento da palavra abaaabaab (quer este seja bem sucedido ou
nao).
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e Descreva informalmente as linguagens que estes reconhecem.
O

Exercicio 17 Relembra-se que as linguagens aceitas por automatos finitos
sao requlares.
Demonstre que as linguagens sequintes sao requlares:

{awa | w € {a,5)°)

{a" | neNAn>3}

{a" | ne NAn+#3}

{vwv | w e {a,b}* ANv € {a,b}* A |v| =2}

e a linguagem dos nimeros flutuantes da norma I EE354 (o conjunto dos
float da linguagem C ou OCaml)
|

Exercicio 18 Considere o alfabeto A = {a,b} e A*, o monoide livremente
gerado por A. Dé os automatos finitos que reconhecam cada uma das lingua-
gens sequintes:

e a linguagem das palavras onde cada ocorréncia de a € imediatamente
precedida de uma ocorréncia de b;

a linguagem das palavras que contém pelo menos uma ocorréncia de

abab;

a linguagem das palavras que nao contém ocorréncias de aa nem de bb;

a linguagem das palavras que contém um numero impar de ocorréncias
de a e um numero par de ocorréncias de b;

a linguagem das palavras que contém pelo menos uma ocorréncia de ab
e de ba.
|

Exercicio 19 Dé um automato determinista para as sequintes linguagens:

o {ab™V™ | n>2,m > 3}



qo (inicial) | q1,q4

0 1 |e€
Zl 22 qo (inicial e final) q1 | g2
2 3
s (fznal) q1 q0, 42
42
44 ds

g (final) | q

o {(ab)" | n>1}

o {ab’wb® | w € {a,b}*}
|

Exercicio 20 Considere o alfabeto ¥ = {a, b}, dé um autémato finito de-
terminista que reconhega a linguagem {wiabaws | wy € ¥ wy € X* Jwq| >
37 |w2| S 5} O

Exercicio 21 Sejam M = {Q,%,0,s0, F} e M' = {Q, X%, 6, so, F'} dois au-
tomatos deterministas tais que F' é o conjunto dos estados ¢ € Q) a partir
dos quais um estado q € F € acessivel em M (ou seja para os qais eziste um
palavra w tal que (¢',w) F* (g, €)).

Qual € a relagao entre as linguagens aceites por M e por M'?

[Respostal 0

2.1.2 Autématos Nao-Deterministicos

Exercicio 22 Considere os automatos nao deterministicos cujas tabelas de
transicao sao:

1. Desenhe os dois automatos.
2. Define formalmente os dois autdmatos.

3. Quais destas palavras sao aceitas pelo sequndo autdomato? 0101, 01,
0011, 110, 1010, 010101, 10100

4. Construa um automato determinista que aceita a linguagem reconhe-
citda pelo primeiro automato.

5. Defina também o automato determinista para a linguagem complemento.

10



O

Exercicio 23 Construa um automato determinista e nao determinista que
reconhecga cada uma das linguagens listadas a sequir:

o As representagoes bindrias dos inteiros pares.
e As representacoes decimais dos inteiros divisiveis por 3.

e A linguagem sobre o alfabeto {a,b} das palavras contendo uma ocor-
réncia de aab ou uma ocorréncia de aaab.

e (s numeros bindrios tais que o antepeniltimo digito € 1.

O

Exercicio 24 Defina um automato nao determinista com apenas trés esta-
dos que aceite a linguagem {ab, abc}*. |

Exercicio 25 Defina um automato nao determinista que reconhegca sequén-
cias de O cujo comprimento € multiplo de 2 ou de 3.

O

Exercicio 26 Defina um automato nao determinista com apenas cinco es-
tados que aceite a linguagem {abab” | n € N} U {aba™ | n € N}. O

Exercicio 27 Considere as palavras 00, 01001, 10010, 000, 0000 e o auto-
mato da figura[3 Diga que palavras sao aceites pelo autdmato. O

2.2 Algoritmos e Transformacoes de Autématos
2.2.1 Remocao de transicoes epsilon

Exercicio 28 Remowva as transicoes € do automato da figura [4) O

Exercicio 29 Remowva as transicoes € do autémato da figura 5, O

11



Figura 3:

Figura 4:
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Figura 6:
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2.2.2 Determinizacao

Exercicio 30 Determinise o autémato da figura [0

Exercicio 31 Determinise o autdmato da figura [3

2.2.3 Minimizacgao

Exercicio 32 Minimize o autémato da figura|7

Figura 7:

Exercicio 33 Minimize o autémato da figura |8,
Exercicio 34 Minimize o autémato da figura[9.
Exercicio 35 Minimize o autémato da figura |10,

Exercicio 36 Minimize o autémato da figura[I]]

14
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Figura 10:

Figura 11:
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Figura 12:

2.2.4 Completagao e estado pogo
Exercicio 37 Complete o autémato da figura |12, O

2.2.5 Autématos canonicos

Exercicio 38 Utilizando os algoritmos apresentados, remova o0s estados ina-
cessiveis e nao produtivos do automato da figura |15 O

Figura 13:

17



Exercicio 39 Utilizando os algoritmos apresentados, remova os estados ina-
cessiveis e nao produtivos do autémato da figura |14 O

Figura 14:

2.2.6 Algoritmos Complementares e Exercicios Completos

Exercicio 40 Dé um automato determinista minimal equivalente ao auto-

mato da figura[15, O

Figura 15:

Exercicio 41 Dé um automato determinista minimal equivalente ao auto-
mato da figura[4). O

18



Exercicio 42 Sejam A = {a,b,c}, um alfabeto e r = (a|bb)*cc(a)*b, uma
expressao reqular sobre o alfabeto A.

Dé o automato finito determinista minimal que reconhece a linguagem
L(r).

Sugerimos que comece por determinar um automato nao determinista com
transicoes €, que remova as transi¢oes €, que torne determinista o automato
resultante e que, finalmente, aplique o algoritmo de minimizagao. O

Exercicio 43 Considere o alfabeto A = {a,b} e o automato Ay com transi-
¢oes € representado na figura [16. Nesta figura as transig¢oes € sao represen-

tadas por @,

Figura 16: Autémato A; (com transigoes €)

Que linguagem reconhece este automato?

e Dé um automato Ay sem transicoes € equivalente a A;.

Determinise, caso necessdario, o automato As. O automato resultante
serd designado por As.

Minimise As.

19



Exercicio 44 Considere o autémato da figura [I7, definido sobre o alfabeto
A={a,b,c}:

Figura 17: O Autémato A;

e Determinise o autdmato Ay. O autdomato resultante serd designado por

As.
o Minimise As. O autdmato resultante serd designado por As.

e Que linguagem reconhecem os automatos Ay, Ay e As?

Exercicio 45 Utilizando os algoritmos apresentados na disciplina,

e apresenta um automato que reconhece a linguagem gerada pela expres-
sao reqular a* + (bb™*);

e remova as transicoes € do automato resultante;
e transforme o autémato Ay da figura[18 num autémato deterministico;

e minimise o autdmato resultante.

20



Figura 18: Autémato A,

Figura 19: Autémato A,

21



Exercicio 46 e Transforme o automato Ay da figura[19 num automato
deterministico;

e minimise o autdmato resultante.
O

Exercicio 47 Considere um automato M = {Q,%, 1, F, Rs} nao determi-
nista com transigoes € com |I| > 1. E sempre possivel transformar um auto-
mato como M num autdmato nao deterministico com transicoes € equivalente
M’ possuindo um sé estado inicial.

1. Proponha um algoritmo que realize tal transformacao.

2. Demonstre (ou pelo menos dé um esbogo de demonstra¢ao) que o autd-
mato resultante M' € equivalente ao autdmato M (ou seja que L(M) =
L(M")). Esta propriedade é a propriedade de correc¢ao do algoritmo
proposto.

O

2.3 Teorema de Kleene: Autématos e Expressoes Re-
gulares

2.3.1 Das Expressoes regulares para os autématos

Exercicio 48

1. Construa um automato determinista que aceite as palavras sobre o al-
fabeto ¥ = {a,b} que tem um numero par de ocorréncias de a e um
numero impar de ocorréncias de b.

2. Usando os algoritmos apresentados nas aulas, determine que expressao
reqular que este automato reconhece.
|

Exercicio 49 Com base numa construgao directa de automatos adequada,
mostre que a classe das lingagens aceites por automatos finitos € fechada
pelas operacoes:

e [Uniao

22



Concatenagao

Fecho de Kleene

Complemento

Interseccao

Exercicio 50

e Usando o algoritmo apresentado nas aulas, dé o NDFA associado a
expressao reqular (ab + ba + c)(ab)*.

e Usando as propriedades de fecho das linguagens regulares (ver exercicio
@), dé o NDFA associado a mesma expressao reqular.

e Determinise e minimize o automato resultante.

e verifique estes resultados utilizando o JELAP.

2.3.2 Dos Autématos as Expressoes Regulares

Exercicio 51 Aplicar o algoritmo de Mac-Naughton-Yamada sobre o autd-
mato da figura[5]] para obter a expressao reqular associada. Ou seja, calcule
R(1,2,4)

O

23



Exercicio 52 Aplique o algoritmo de eliminacao de estado para calcular a
expressao reqular associado ao automato da figura[59
|

Exercicio 53 Aplique o algoritmo de eliminacdao de estado para calcular a
expressao reqular associado ao autémato da figura[53
|

2.4 Exercicios completos

Exercicio 54 1. Considere o alfabeto ¥ = {a,b}, defina um autdmato
determinista que reconheca a linguagem {wyabwsy | wy, ws € {a,b}*}.

Respostal

24



2. Considere o alfabeto & = {a,b} e o autémato A; da figura[20;

Figura 20: Autéomato A;

(a) Minimize o automato A;.

(b) Olhando para o autémato minimal resultante, descreva de forma
sucinta e informal (i.e. em portugués) a linguagem aceite por Aj.

3. Considere o automato Ay da figura |21,

Figura 21: Autémato A,

Utilize o algoritmo de Mac Naughton-Yamada para inferir que expres-
s@o/linguagem regqular aceita este autdmato. Pretende-se aqui que apre-

25



Figura 22: Autémato A

sente somente o resultado final (a expressio reqular calculada) e o valor

de R(1,3,2).

O

Exercicio 55 Considere o alfabeto ¥ = {a,b} e o automato Ay da figura .

1. Considere as derivagoes completas (derivagoes que comegam no estado
inictal e que terminam no estado final, também designados por cami-
nhos bem sucedidos).

(a) Define por indug¢ao o conjunto das derivagoes completas do autd-
mato Aj.
Dica: Antes de mais, todas as derivacoes completas devem ser
consideradas pelo conjunto.

1. Determine qual € a menor derivacao completa possivel em Aq?
Estd serd o caso de base.

1. Como se constroi uma derivagao completa a partir de outra?
Deduza assim o caso indutivo.

Repare que o conjunto das etiquetas das derivagoes completas for-
mam o conjunto das palavras aceites pelo automato A;.

(b) Qual é o principio de indu¢ao associado & defini¢ao indutiva an-
terior?

(¢) Para uma palavra p, |p|, representa o nimero de a’s em p. De-
monstre por indugao sobre as derivagoes completas que Vp € L(A1), |pla
€ impar.

26



2. Utilize o algoritmo de MacNaughton e Yamada para calcular a expres-
sao reqular correspondente ao automato A;. Para este efeito deverd
preencher a tabela sequinte

K=11K=2

3 Limites das Linguagens Regulares

Exercicio 56 Demonstre que as sequintes linguagens nao sao requlares:

e {a" | ne NAy/neN}

e {a" | neN}.
e {a" | neN}.
o {a"" | n € N}.

{a™ | n € NAn primo}

{w e {a,b}* | |w|, = |w|p} (onde |w|, = nimero das ocorréncias de a
em w)

{ww | w e A*} para um alfabeto A.
(@ |neny.

O

Exercicio 57 Determine se as asser¢oes sequinte sao verdadeiras ou falsas.
1. Qualquer linguagem reqular tem um subconjunto préprio reqular.

2. Se L € reqular entio {w.w"|lw € L} € reqular. (se w = ajdsag...ay,
entio w" = ay, ...azaxa;)

27



3. Se Ly e Ly sao linguagens requlares, entao {x | © € L1 ANx &€ Lo} é
reqular

4. Qualquer uniao finita de linguagens requlares € reqular.

5. Qualquer uniao infinita de linguagens requlares € reqular.

28
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