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Aviso Prévio

® A redaccio dos apontamentos da disciplina documento
baseou-se fortemente na bibliografia indicada. Parece-nos
ent3o Gbvio que a leitura e a aprendizagem directa pelas obras
originais é recomendada, e mesmo essencial & compreensio
profunda das nocdes aqui apresentadas;

® O portugués ndo é a lingua materna do autor e o presente
documento encontra-se em fase (constante) de
elaboracdo/melhoramento pelo que se agradece e até se
incentiva qualquer sugestdo ou correccio;
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O que é a teoria das linguagens formais?

e A tentativa de modelar as linguagens (originalmente as linguagens
naturais)

e — esta teoria sofreu uma evolucdo consideravel quando se notou a
sua particular adequacio a descricio de processos computacionais e
linguagens de programacao.
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Processos de comunicacdo

® Na utilizagdo duma linguagem £ num processo de comunicagdo
existem sempre 2 intervenientes:
1. O Locutor: o emissor da mensagem. Este deve dispor de meios
adequados de construcdo de mensagem.
2. O Auditor: o receptor da mensagem. Este deve dispor de meios
adequados para reconhecer e perceber a mensagem escrita na
linguagem L.
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Objectivo da Teoria

Conceitos, propriedades, técnicas e ferramentas para
® descrever e caracterizar linguagens (formais - de forma formal)
e gerar palavras de determinadas linguagens (gramaticas)

® reconhecer e perceber palavras de determinadas linguagens
(autématos, expressdes regulares, etc...)

Estes s3o os objectivos classicos quando estudados como fundamentos para
os processos de compilagdo (ver segundo semestre)
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e no contexto desta disciplina?

Os processos geradores e reconhecedores de linguagens tém uma ligacdo
muito forte com a teoria da computagdo porque

® s3o processos computacionais fundamentais

e permitam definir e enquadrar adequadamente modelos computacionais
e os seus limites.

E essa perspectiva que iremos estudar nesta disciplina.
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Introduction a Teoria das Linguagens Formais

Hierarquia de Chomsky
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Poder expressivo

® Nem todas as linguagens tem o mesmo poder expressivo ou
complexidade.

® De facto Chomsky e Schutzenberger desenvolveram uma classificacdo
de linguagens

® Numa primeira abordagem vamos apresentar uma generalizagco
informal desta classificacdo. Esta classificacdo & uma hierarquia
linear. Se A esta por baixo de B isto significa que A C B.
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Linguagens finitas

¢ Linguagem: Conjunto finito de palavras.
e Gramatica associada: lista de palavras.

® Mecanismo de reconhecimento: Uma simples maquina de
comparagdo de texto (i.e. Linguagem = BD, pertence = query a BD).
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Linguagens Regulares

¢ Linguagem: conjunto (ndo necessariamente finito) de palavras cuja
correccdo sintactica sé necessita de memdria em quantidade finita
numa leitura da esquerda para a direita. Outra caracterizacio: a
estrutura destas palavras segue um padréo (i.e. sdo de estrutura
regular)

e Gramatica associada: gramaticas regulares, em particular lineares a
esquerda ou direita.

® Mecanismo de reconhecimento: Autématos de estados finitos.
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Linguagens Algébricas - Livres de Contexto

e Linguagem: conjunto de palavras cujos padrdes estruturais podem
ser aninhados ou sequencializados. S3o linguagens que se assemelham
em termos de estrutura a linguagem de Dyck.

e Gramatica associada: gramaticas algébricas
® Mecanismo de reconhecimento: autématos com pilha
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Linguagens Contextuais - Dependentes do Contexto

e Linguagem: Linguagens de descricio informal dificil. Palavras destas
linguagens podem conter padrdes que podem depender de outros
padrBes que ja ocorreram.

e Gramatica associada: gramaticas lineares limitadas (bounded
linear grammars).

® Mecanismo de reconhecimento: Autématos lineares limitados.
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Linguagens Decidiveis

¢ Linguagem: Conjunto de palavras para o qual existe um algoritmo de
reconhecimento

¢ Gramatica associada: N/A.

® Mecanismo de reconhecimento: os métodos de reconhecimento
saem da classe dos autématos para a classe mais vasta dos algoritmos
(A-termos, maquinas de Turing totais, etc...)
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Linguagens Semi-Decidiveis

e Linguagem: Conjunto de palavras para o qual existe um método
computacional parcial, no sentido que este sabe determinar a
propriedade “pertence”, mas n3o o “ndo pertence”.

® Gramatica associada: N/A.

® Mecanismo de reconhecimento: Maquinas de Turing Parciais. se
m € L, a maquina diz “sim” em tempo finito, masse m¢ L a
maquina entra em ciclo.
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Linguagens Quaisquer

e Linguagem: Conjunto de palavras formadas sem quaisquer restricdes

e Gramatica associada: N/A

® Mecanismo de reconhecimento: Sai do enquadramento do que um
computador sabe fazer.
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Alguma consideracdes

® Na hierarquia classica de Chomsky sé se considera 4 niveis. Por
exemplo as duas primeiras classes desta hierarquia formam a classe 3
na hierarquia classica de Chomsky. Voltaremos a este assunto mais
adiante.

® As trés primeiras classes s3o particularmente importantes para o
processamento de linguagens e a concep¢do de linguagens de
programacao.

® As restantes classes est3o ligadas a nocbes importante em Teoria da
Computacio.

SMDS TC 19



Conceitos Preliminares
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Monoide Livre

Seja A um conjunto (finito) que designaremos por alfabeto.

Tendo em conta o alfabeto A, uma palavra é uma sequéncia
eventualmente vazia de elementos (letras) de A.

Designamos por A* o conjunto de todas as palavras constituidas de
letras de A.

Uma palavra a = ajapas ... a, tem por comprimento n. Notacdo:
la| = nou t(a) = n.
A palavra vazia, notada ¢, é a palavra de comprimento 0.

Seja . a operagdo de concatenagdo, (A*,.) é designado de monoide
livre gerado por A.

® ¢ associativa
® ¢ é o elemento neutro de .

SMDS TC
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O que é uma linguagem?

® Seja A um alfabeto.

e Uma linguagem n3o é nada mais do que um conjunto de palavras, ou
seja € um subconjunto de A*

® Nesta perspectiva: Sejam £ e £’ duas linguagens

e LUL, LNL, etc...

® () (repare que () # ¢)
LE{ucAludg L}
LL 2 {uviue LAveE L'}
L-2{fULULLULLL ... 2, L7
LY2LULLULLL. .. 2, L7
LM ALY ULULLULLL. . Lo L

n—1

o /2L {apan—1...axa1]a132...ap_13, € L} (linguagem espelho)

sdo igualmente linguagens.
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Gramaticas de Chomsky
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Definicdo

® Gramatica de Chomsky: sistema de produ¢io de palavras, baseado em dois alfabetos N, &
e um conjunto de regras de reescrita (designadas de produgdo ou de regras) P.

Y: Alfabeto sobre o qual a linguagem L é definida. Conjunto dos simbolos terminais.
® N: Conjunto de simbolos, distinto de ¥, designados por simbolos ndo terminais

® P: Conjunto finito de regras de producdo que descrevem como s3o produzidas as
palavras da linguagem L a partir dos elementos de N e de .

Definition (Gramaticas de Chomsky)

Uma gramatica de Chomsky G é definida pelo tuplo (X, N, P, S) onde
® 5, N conjuntos finitos distintos (X N N = 0)
® S e N, é o simbolo inicial (pelo qual se inicia o processo de geracdo)
® P conjunto finitoe P C (NUX)* —X*) x (NUX)*
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Comentarios e notacdo

e P ¢& finito e é constituido por pares («, 3). Notagdo o — S.
® | &-se de « produz-se 3

® S é um elemento especial de N. Designa o ponto de partida da
gramatica e do processo de producdo. Por isso é designado de axioma
ou simbolo inicial.
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®* G=({0,1},{A,S},P,S) onde P ={ S — 0AL,
0A — 00AL,
A—e

SMDS TC
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Derivacdo e Linguagem Gerada

Definition (Derivagdo num passo)

Seja G = (za N) P75)1 o = 6 £ {37172,5777 € (NUZ)*| Q= ,715’72 A }
B=mm2 A
0—>neP

A relagdo binaria (= (C ((NUX)*)?) ) & designada de relacdo de derivacédo

num passo.

Definition (Extensdes)

= ar * ~ o ..
® As relagdes = e = sdo respectivamente o fecho transitivo e o fecho
reflexivo-transitivo de = e sio designados de relacdo de derivacdo nao
trivial e de relacao de derivacio.

® Poderemos igualmente utilizar a relacdo seguinte:

k
==L — 0 — ...0 —

k
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Linguagens e Gramaticas

Definition (Linguagem gerada por uma gramatica)

Seja G uma gramatica. A linguagem (conjunto) de todas as palavras
(constituidas por simbolos terminais) que se consegue produzir por
derivacdo a partir de S é designada de linguagem gerada por G, nota-se
L(G) e define-se por

L(G)2{ueT*S = u}

Exemplo
Retomemos a gramatica anterior:

S = 0A1 —> 00A11 = O000Alll = ...
4 ¢ 4
01 (i.e. Ocl = 01) 0011 000111

SMDS TC 28



Algumas gramaticas particulares

Uma gramatica G = (X, N, P, S) é dita

Gramatica linear esquerda, se cada regra de producdo é da forma
A—ByouA—xonde ABeNex,yeX*

Gramatica linear direita, se cada regra de producio é da forma
A—xBouA—xonde ABeNexel"

As gramaticas lineares esquerda ou direita sdo também designadas de
gramaticas regulares.

Gramatica algébrica, se cada regra de produgédo é da forma A — «
onde Ac Nea e (NUX)*

Gramatica contextual, se cada regra de produgdo é da forma a — 3
com |a| < |B| ou o — €.
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Aclcar Sintactico a outras consideracdes

a — B1)B2| ... |Bn para a — [
Oz—)ﬁQ

a — By

Quanto tanto possivel e sem criar ambiguidades utilizaremos
caracteres minisculos para simbolos terminais e caracteres maiisculas
para simbolos ndo terminais.

E facil de ver que as gramaticas lineares esquerdas e direitas s3o casos
particulares de gramaticas livre de contexto que s3o elas proprias casos
particulares de gramaticas contextuais.

Excepto mencdo explicita do contrario, as gramaticas consideradas
no resto da licdo sido algébricas.
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Derivacao

® Designamos por derivagdo uma sequéncia de deriva¢des num passo.

Como por exemplo

S — 0A1 — 00A11 — 000A111 = 000111. De facto

S =% 000111. (Como S == 000111).

Cada passo interno duma derivacdo ...« = (... expande um n3o
terminal (de «).

Uma derivagio o1 — ap — ... — «, com

a1, 2,...,a, € (NUX)* é designada de derivacdo esquerda
(respectivamente derivacdo direita) se cada passo da derivagado

aj = «aj41 expandir o ndo-terminal mais a esquerda (resp. direita)
de Q.
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Derivacao

Diz-se duma derivacio oy — ap» — ... — «, que tem por
tamanho n ou que deriva a, em n passos.
Uma derivacdo a; =— a» =— ... = «, é designada de

completa quando nenhuma regra de producdo pode ser aplicada a «,
(ou seja quando n3o é possivel derivar mais).

Os conceitos aqui definidos aplicam-se a todo o tipo de gramaticas,
excepto as de derivacdo direita ou esquerda que se aplicam somente
para as gramaticas lineares esquerda, direita e gramaticas algébricas.

SMDS TC
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Hierarquia de Chomsky revisitada

Com esta definicdo precisa da nocdo de gramatica, podemos abordar
novamente e de forma mais formal a Hierarquia de Chomsky através a sua
definicdo classica:
e Tipo 0 : Linguagens cujas gramaticas geradoras ndo padecem de
nenhuma restricio.
e Tipo 1 (contextuais): Linguagens cujas gramaticas geradores sdo as
gramaticas contextuais.

e Tipo 2 (algébricas ou livres de contexto): Linguagens cujas gramaticas
geradores sdo as gramaticas algébricas.

® Tipo 3 (regulares): Linguagens cujas gramaticas geradores s3o as
gramaticas lineares direita ou esquerdas.
Temos, obviamente, Tipo 3 C Tipo 2 C Tipo 1 C Tipo 0.
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Exemplos

® Define formalmente a gramatica G induzidas pelo conjunto de
producdes seguintes: S — aSBC|labC

CB —- BC
bB — bb
bC — bc
cC — cc

e Qual é o tipo desta gramatica?
® Apresenta uma derivacdo completa de aaabbbccc.

® Qual é a linguagem L(G), gerada por G?

SMDS TC 34



Exemplos

¢ Considere ¥ = {Jorge, grande, verde, queijo, come, um, o},
M={S,AB,C,N,P,V}, R= S BVB

N

AP

PA

grande | verde

CP| P

o| um

Jorge

queijo

come

<S=ZT=ZAW>TVTUOU
A A

e G={%X,M,R,S} gera frase como o Jorge come queijo mas também
o queijo come grande verde grande verde Jorge grande

® Apresenta uma derivacdo completa de
Jorge come um grande queijo verde.
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Gramaticas Livre de Contexto

De onde vem o apelido “livre de contexto”? do teorema seguinte:

Theorem

Seja G = (X, N, P,S) uma gramatica de tipo 2 (algébrica). Sejam
aq, @, B trés palavras de (N U X)*, seja k € N*

Se aiyap N B entdo existem [31, 32 € (NUX)* tais que f = 152 €
ay g 81 ean % B> e k = ki + ko.

Ou seja, as derivages incidentes de n3o-terminais distintos nunca
interferem entre eles.
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Arvores de Derivacido

SMDS
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Um Exemplo

Consideremos:
S =

G=({a,+ %S T.FLy T — Tx
F = (S5)

A derivacio esquerda

S =T = T+«xF = FxF = (S)xF =
(S+T)xF = (T+T)xF = (F+T)*F =
(a+T)*F = (a+F)xF = (a+a)xF = (a+a)xa

11
(5§ = (a+a)xaouS == (a+a)xa)
pode ser representada graficamente por uma arvore, designada de
arvore de derivacdo ou arvore de sintaxe ou ainda de arvore de

derivacdo sintactica.

SMDS TC
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Palavra gerada por uma arvore de derivacao

Sé estamos interessados nas arvores de derivagdo cuja raiz é o axioma
da gramatica

As folhas destas arvores sdo necessariamente terminais (simbolos do
alfabeto da linguagem gerada)

a palavra gerada por uma arvore de derivacdo é a concatenacio de
todos os terminais encontrados num percurso em profundidade em
primeiro da esquerda para a direita

No exemplo recedente a palavra gerada é sem surpresa (a + a) * a.
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Exercicio

Um Exemplo
Qual é a arvore de derivacdo de:

S —= T = T+F — Txa — Fxa —
(S)xa = (S+T)xa = (S+F)xa =
(S+a)xa = (T+a)xa = (F+a)xa = (a+a)xa
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Definicdo Indutiva

As arvores de derivacdo podem ser definidas por induc3o.

Definition (Arvores de derivagdo)

Seja G = (X, N, P,S) uma gramatica algébrica. O conjunto das arvores de
derivacdo D¢ sobre a gramatica G é indutivamente definido por:

® (Base) Vac X, ac Dg

e (Indutivo)
*V(A—e€e)eP, A €Dg
i
€
® VYAn,An,...,Ar, € Dg (onde Ar; tem por raiz Ay, Ar, tem por raiz
Az, ..., e Ar, tem por raiz A,) e
V(A — A1Ay... A,) ER, A € D¢
VERTIERN
Arp ... An,
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Principios de inducdo e métodos de demonstracdo sobre

gramaticas

® Qual é o principios de inducio associada a definicdo indutiva de arvore
de derivacio?

e Este principios é particularmente adequado a demonstracdo de
propriedades sobre gramaticas algébricas.

® Podem igualmente ser consideradas inducdes estruturais sobre o
comprimento das derivacdes, alturas das arvores de derivacdo. etc...
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DefinicBes e algumas consideracées

Duas derivacdes que originam a mesma arvore de derivacio s3o ditas
equivalentes. De facto a relacio binaria “ter a mesma arvore de
derivacdo” é uma relacdo de equivaléncia.

Seja u € ¥* a conclusdo duma derivagdo completa a partir de S (como
(a+ a) = a, por exemplo). Se existir duas arvores de derivacio diferentes que
geram a palavra u entdo diz-se que a gramatica em questdo é ambigua.

Existem linguagens algébricas para as quais ndo existe nenhuma gramatica
geradora que n3o seja ambigua. Tais linguagens sdo designadas de
inerentemente ambiguas.

As gramaticas que n3o sdo inerentemente ambiguas sdo particularmente
importantes no desenho das linguagens de programacdo, veremos em detalhe
estas gramaticas na disciplina de compiladores. Estas ddo origens a
autématos reconhecedores deterministas (deterministic pushdown
automata) sdo tratadas algoritmicamente de forma eficiente por
analisadores sintacticos ascendentes e descendentes.
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Propriedades de fecho das linguagens regulares e
algébricas

Linguagens Regulares

SMDS TC
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Theoremas...

Sejam Ly e L, duas linguagens regulares sobre o alfabeto

L1 U Ly é regular (por definicdo)
Li.Ly é regular (por definigdo)
L3 é regular (por defini¢cdo)

[ e regular

Ly é regular

Ly N Ly é regular (porque Ly N Ly = L3 U Ly)

SMDS TC
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. e algoritmia

Sejam Ly e L, duas linguagens regulares sobre o alfabeto ¥, seja w uma
palavra de X*. Os seguintes problemas tém solucdo algoritmica.

°* wely?

o [, =07

® 1 =3%7(L; = (ZJ?)

® [ CLy? (LUl =07)

o [1 =17 (L1 CLlyelyClLy)

SMDS TC a7



Propriedades de fecho das linguagens regulares e
algébricas

Linguagens Algébricas

SMDS TC
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Theoremas...

Sejam L, uma linguagem regular, L1 e L, duas linguagens algébricas sobre
o alfabeto ¥

® [, ULy é algébrica

® [,.15 é algébrica

® [] é algébrica

® [; e LN Ly ndo sdo necessariamente algébricas!
e |, NL;éalgébrica.
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. e algoritmos

Sejam Ly e L, duas linguagens algébricas sobre o alfabeto ¥, seja w uma
J guag g J
palavra de X*. Os seguintes problemas tém solucdo algoritmica.

e welq?
o [, =07
Os seguinte problemas ndo tém solucio algoritmica:
e [, =3%*7
e [1NLy?
i Ll = Lz?
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Algumas demonstracdes

Tendo Ly e L, algébricas,

® [, UL é algébrica.
Demonstragdo: Sejam Gy = {V4,%1,R1, 51} e
Gy = { V2, %5, Ry, S} as gramaticas geradoras de L e Lp. Sem perda
de generalidade vamos assumir que V4 N V5, = (). Ent3o a gramatica
G = {V1U V2U{5}721U22,R1UR2U{5_> 51:5 — 52},5} a
algébrica e gera a linguagem L; U L. Para ficar convencido deste
facto basta verificar que Vw € (X1 U X2)*, S = wseesose
(51 = w)V(S; = w). Como os conjuntos V; e V5 sdo
disjuntos entdo a disjun¢do equivale a aformar que w € L(G1) U L(Gy)

® [4.Lp é algébrica. (considerar a gramatica
{Vl UuWau {S}, Y1UXs, RiUR U {S — 5152}, 5})

e [,* é algébrica. (considerar a gramatica

{Viu{S}h X, RiU{S —¢ S — S5},S})
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Para L; e L, linguagens algébricas, ter L1 U Ly Ly.L, e L;* algébricas permite um

Algumas consequéncias interessantes

método modular de construgdo de gramaticas:

Como definir uma gramatica para a linguagem algébrica
{cP(ab")k | p,n > 0 A k > 0} sobre o alfabeto ¥ = {a, b, c}?

S — a é a gramatica que gera a linguagem {a}
So — bS, | b é a gramatica que gera a linguagem {b" | n > 0}

Que linguagem gera a gramatica com as producgdes
{S1 = a;5 — bSy | b;S3 — S1 | S2} e com o axioma S37 Pelas

propriedades de fecho das linguagens algébricas, & a linguagem alb™. Logo,

ndo é a gramatica desejada.

Alteramos a producio implicando S3 em S3 — 5155, a linguagem gerada é
entdo ab™.

Se juntarmos a regra S; — 535, | € e utilizar S4 como o axioma entdo
geramos (ab™)*.

A gramatica S5 — ¢S5 | € gera a linguagem c*
A gramatica S¢ — S5 | S4 com Sg axioma gera a linguagem c* + (ab™)*

SMDS TC
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Algumas consequéncias interessantes

Alteremos a gramatica. A gramatica S¢ — S5S4 com Sg axioma gera
a linguagem c*(ab™)*
Ainda n3o é exactamente o que pretendemos. De forma semelhante

(exercicio: como?) é simples construir de forma modular uma
gramética de axioma, digamos, S; que gere a linguagem c™(ab*)*.

A linguagem desejada é assim a unido destas duas linguagens (i.e.
(c*(ab™)")I(c*(ab™)") ).

Basta assim considerar a gramatica de axioma Sg que junta a todas as
produ¢des definidas a producdo S — Sp|S7
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Transformacdes Gramaticais

Gramaticas Regulares vs. Autématos Finitos

SMDS TC
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Kleene revisitado

® Ja sabemos pelo teorema de Kleene que Linguagem Regular =
Autématos Finitos = Expressées Regulares

® Vamos aqui completar esta equacdo com Autématos Finitos =
Gramaticas Regulares
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Gramatica linear direita = Autdématos finitos

Theorem (As gramaticas lineares (direita) geram linguagens regulares)

Seja G = (N, X, S, P) uma gramatica linear direita, entdo L(G) é uma
linguagem regular.
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Gramatica linear direita = Autdématos finitos

Demonstracdo construtiva. Existe um algoritmo que estabelece um
autémato finito que reconhece a linguagem gerada por G

Para comegar, vamos assumir (sem perda de generalidade) que

N ={Vp, Vi,...} com Vo =S. As produgdes sdo da forma
Vi = xaVjou V; = x5 (com x, € ¥* e V;, V; € N).

Informalmente Cada N3o terminal vai produzir um estado no
autémato. Vamos do estado V; para um estado V; com a transi¢do x
se existir uma produgdo V; — xV;. Formalizemos essa ideia...

O estado inicial € V. Considera-se um dico estado final V4.

Para cada produgdo V; = aja>...a, V], criar :

< ; al : : a2 ( ) : ) an ( )

Para cada producdo V; — ajay ... a,, criar:

C)M()ali}m .an@
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Gramatica linear direita = Autdématos finitos

Esquema de demonstracdo da correccdo algoritmica: Seja
A={Q,%L,4,S, F} o autémato resultante. Provemos que se
ajay...am € L(G) entdo w = ajay...am € L(A).

Se a1a2...am € L(G) entdo existe uma derivagdo completa da forma
S — 8132...aj\/j — 3122...ajaj+1...akvk —— - =
aiaz...am

E facil ver que existe entdo um caminho em A de Vj para V¢ que
passa pelos estados Vj, Vi, ---. Ou seja w é reconhecido por A.

de forma semelhante. Se uma palavra w = aja> ... an, € aceite por A,
entdo existe um caminho bem sucedido em A de etiqueta w que liga

Vo a Vs passado por estados, digamos V... Vi ... Neste caso existe
uma derivagdo Vo = aiaz...a;V; =

alaz...ajaj+1...aka —— -+ — g1d2...am. W E L(G)
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Autématos finitos = Gramatica linear direita

Theorem (As Linguagens regulares sdo reconhecidas por Gramaticas
lineares (direita))

Se uma linguagem L é regular ent3o existe uma gramatica linear direita G
que a reconhece
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Autématos finitos = Gramatica linear direita

Seja M: {Q: {QO,CIlw-an}aZ: {alv"‘7am}757q07F} um DFA
tal que L(M) = L.

Vamos construir a gramatica G = {N, X, S, P} da seguinte forma:
N=Q

S=qo

Para cada transi¢do d(qj, aj) = qk definir a transicdo g; — ajq«

se qx € F juntar gy - €a P

Demonstracdo deixada em exercicio.
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Gramatica linear direita < Autématos finitos

Theorem

Gramaticas lineares = Linguagem Regulares Uma linguagem L é regular se
e s6 se é gerada por uma gramatica regular (aqui linear direita)

A demonstracio é trivial....
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Transformacdes Gramaticais

Algoritmos de transformacdes gramaticais
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Aquecimento...

e Defina um algoritmo que transforme uma gramatica linear esquerda
em gramatica linear direita.

® Demonstre a correccdo do algoritmo.
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Uma Regra de Substituicdo

Theorem

Seja G = {X,N,S, P} uma gramatica algébrica. Suponha que P contenha
uma producdo da forma A — x1Bxy (*), onde x1,x € (NUX)*, e

B e N,AB # A.

Suponha igualmente que as producées com B no lhs ndo sdo recursivas, ou
seja da forma B — yi|ys| ... |y, com y; € (N —{B} UX)*.

Seja G = {N,¥%,S, P’} onde

P'=P—{A = x1Bxx}U{A = xiyixlxiyaxel|...|x1ynx2}

Entso L(G) = L(G')
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Uma Regra de Substituicdo

Demonstracdo: Vamos nos limitar a demonstragdo de que L(G) C L(G’) (a demonstragdo no
outro sentido é muito semelhante)

Suponha que exista um w € L(G) tal que S == ¢ w. Dois casos se apresentam:

1. A regra (¥) ndo participa a derivagcdo. Neste caso é trivial ver que S = &/ w, visto que,
ent3o, s6 foram utilizadas regras que estdo em ambas as gramaticas.

2. A regra (*) participa a derivagdo. Vamos proceder por indugio sobre o numero de vezes
que a regra (*) é utilizada na derivago.

® caso de base. A regra é utilizada uma vez. Neste caso consideremos a
derivacio
* *
S = ¢ mAu = guix1Bxoup = guixiyjxop = ¢ w. Esta

(%) e B—y;
derivacdo pode ser substituida por
S = A, — U1X1YjXo U = w utilizando directamente a
regra A — x1yjx2 de G’. Done.
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Uma Regra de Substituicdo

Demonstragédo (continuagdo):

® Caso indutivo. (HI) Sabemos transformar deriva¢cdes com n utilizagdes da regra
(*) em derivagdes que utilizam exclusivamente regras de G’. Como transformar
derivagdes com n + 1 utilizagdo de regras (*)? Primeiro, comegamos por remover
n ocorréncias e removemos a ocorréncia que falta utilizando o mesmo principio.

e QED
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Remoc3o de regras indteis

Definition
Seja G ={X, N, S, P} uma gramatica algébrica. O n3o-terminal A é designado de atil se existe
pelo menos uma palavra w de L(G) tal que a sua derivag3o utilize o ndo terminal A, ou seja

Ix,y € (NUX)*, S == xAy = w

Por outras palavras, o ndo terminal A tem forma de participar na producdo w.
Um n3o terminal n3o atil é designado por initil

Ou seja, um n3o terminal é inGtil ou porque nunca serd chamado num processo de produgdo ou
porque a sua chamada nunca produzira palavras (derivagdes que entram em “ciclo”).

atil vs. inatil

S — aSb| bA|cC

A — aAle . e
Em B — bA|BaS S e A sdo ateis, B e C s3o indteis.

C — cC
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Remoc3o de regras indteis

Theorem

Seja G = {X, N, S, P} uma gramatica algébrica. Ent3o existe uma
gramatica G' = {N', ¥, S, P} equivalente a G que ndo contém nenhum
n3o terminal e nenhuma regra indtil.

e Uma demonstracdo construtiva completa obriga a uma definicdo dum
algoritmo de transformac3o seguida duma demonstrac3o de correccio
(de que o algoritmo faz bem o que é pretendido, ou seja que produz
uma gramatica equivalente e sem regras/producdes indteis).

® Vamos aqui nos limitar ao desenho do algoritmo.

® E no entanto um excelente exercicio (ver teorema anterior) demonstrar
a correccio do algoritmo.
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Algoritmo para remover regras indteis

Comecemos por ilustrar os principios do algoritmo via um exemplo.

1 § — aS|AC
2 A — a

3 B — aa

4 C — aCh

1. Identificar os n3o terminais que produzem directamente terminais. Pelas regras 2 e 3 os
n3o terminais A e B. A e B s3o n3o terminais produtores.
S gera A que gera a, logo S produz.
Este raciocinio ndo pode ser feito para C que de facto possui uma (Gnica) regra recursiva
logo iniciadora dum processo de reduc3o infinita. C n3o é produtor, logo é indtil.

4. De forma similar, S gera algo gragas a A e a ele préprio (regra 1). Por seu turno A gera
algo sem depender de nenhum outro terminal. Ou seja S e A intervenham no processo de
producdo (sdo atingiveis). A e S sdo (teis.

5. Nesta analise B ndo tem possibilidade de intervir. Logo B é indtil (apesar de ser produtor).

S — aS|A

. final -
6. no final resta-nos > A - 2
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Remoc3o de regras indteis

® Mais formalmente. Um n3o terminal é inatil quando ndo produz ou quando é inatingivel.

® Assim, como definir (e descriminar) todos os terminais produtivos?
® um n3o terminal A é produtivo quando

® Existe uma producdo A — «, com a € £*.
® (Caso contrario, quando existe uma produgcdo A — 3 com
B € (NUZX)" onde todos os ndo terminais de 3 sdo produtivos.
® ou seja um n3o terminal é produtivo se é lhs duma regra produtiva.
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Remoc3o de regras indteis

Para obter a lista dos n3o-terminais produtiveis basta assim proceder por procura de
ponto fixo.

Listamos todas as regras numa tabela. Na etapa zero marcamos todas as regras que
produzem directamente (A — «, com « € ¥*).

As equagdes por considerar sdo: Para toda a regra A — «, esta produz na etapa i + 1 se
a € * ouse a € (NUX)"T onde todos os ndo terminais de « sdo produtivos na etapa i
(/hs duma regra produtiva).

Paramos quando a etapa i + 1 gera a mesma resposta que i, a resposta final. Os n3o
terminais produtivos sdo os ndo terminais que s3o lhs de regras assinaladas como
produtivas.
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Remoc3o de regras indteis

Como definir (e descriminar) todos os terminais inatingiveis ?

um n3o terminal A é inatingivel quando
°* A=S
® (Caso contrario, quando existe uma producdo B — o, com
a € (NUX)* tal que A € o e B seja ele préprio atingivel.
® QOu seja, um n3o terminal é atingivel se € S ou se estd no rhs duma
regra atingivel
Para obter a lista dos n3o-terminais atingiveis basta proceder por procura de ponto fixo.

Listamos todas as regras numa tabela. Na etapa zero marcamos as regras onde S é /hs
como atingivel.

As equagdes por considerar s3o: Para todo o A de N, A é atingivel na etapa i + 1 se

A =S, ou se existe uma produ¢io B — 3 com 8 € (NUZX)* tal que A € a e B seja ele
préprio atingivel na etapa i.

Paramos quando a etapa i + 1 gera a mesma resposta que i, a resposta final. Os n3do
terminais atingiveis s30 os n3o terminais /hs de regras marcadas como atingiveis.
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Remocdo de regras indteis

Um exemplo

1 § — aS|AC

2 A — a

3 B — aa

4 C — aCb

etapa 0 etapa 1 etapa 2 etapa 3

Regras Prod. | Ating. Prod. | Ating. Prod. | Ating. Prod. | Ating.
5—as v v v v v
S A v v v v v Vv
S—C v v v
A—a i 4 v v v v
B—as || v v v v
C — aCb N v B

Produtiveis: A,B,S
Atingiveis: S,A,C
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Elementos de prova de correccdo

® Um n3o-terminal A & marcado como produtivo por este processo
quando existe uma derivacio A == w. Este processo pode ser
demonstrado por inducio sobre as arvores de derivacio resultantes.

e Um n3o-terminal A é marcado como atingivel quando existe uma
derivagio S == aAf (com a, 8 € (N UX)*). Este facto pode ser
demonstrado por inducdo sobre o tamanho da derivacio.
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Remoc3o de regras €

Definition

® Uma producdo ¢ é uma producdo da forma A — e.

~ . L , *
® Um n3o-terminal A é anulavel se A — €.
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Remoc3o de regras €

Theorem

Seja G uma gramatica livre de contexto tal que € ¢ L(G), existe entdo uma
ramatica G’ livre de contexto sem producées € tal que L(G) = L(G).
8

Demonstracdo: Construtiva.
Primeiro é preciso determinar quais sdo os n3o terminais anulaveis.
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N3o-terminais anulaveis

Para obter a lista dos ndo-terminais anulaveis procede-se por procura
de ponto fixo.

Para comecar, sabemos que uma regra da forma A — 3 tal que 8
contenha um terminal nunca serd anulavel

Listamos todas as regras numa tabela. Na etapa zero marcamos as
producdes e.

As equacdes por considerar sdo: Para toda a producido

A— AjAy---A,de P (com A1, An, .. AL E N), A— AlA - A, é
anulavel na etapa i + 1 se todos os A1 A, - -+ A, sdo anulaveis na etapa
i (ou seja lhs de regras marcadas como anulaveis).

Paramos quando a etapa i + 1 gera a mesma resposta que /, a
resposta final. Os n3o terminais anulaveis s3o os n3o terminais /hs de
regras marcadas como anulaveis.
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Remoc3o de regras €

Sabendo agora quais sdo os n3o terminais anulaveis, podemos
construir 0 novo conjunto de producdo da forma seguinte:

Considerar todas as regras da forma A — xix2...xm (comm>1e
Vi € {1..m},x; € NUX) onde exista pelo menos um x; ndo terminal
anulavel. Cada uma delas é substituida por um conjunto C de regras
determinado da forma seguinte:

Seja X = {x;,x;, ...x;,} o subconjunto de {x1x2...xpn} dos
ndo-terminais anulaveis presentes na regra considerada.

Considera-se entdo o conjunto P(X) dos subconjuntos de X.

Cada elemento de P(X) vai gerar um nova regra de produ¢do, da
forma seguinte: para todo o {xj, xj, ... X } € P(X), considerar a regra
inicial A — x1x2...xm, e retirar-lhe todos os n3o terminais anulaveis
excepto {xj xj, ... X }. A regra resultante é acrescentada a C.

existe no entanto uma excep¢do a este algoritmo: se todos os xjs sdo
anulaveis, ndo se considera a regra A — € no conjunto C.
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Remoc3o de regras €

Seja G uma gramatica livre de contexto. Seja G’ a gramatica livre de
contexto obtida a partir deste algoritmo

Demonstracdo da correccdo do algoritmo consiste em verificar que
L(G) = L(G").

L(G) C L(G') (ou seja Vw € L(G),w € L(G)). (esqueleto)
Demonstracdo sobre o namero de producdes ¢ utilizadas para produzir
w.

L(G") C L(G) (ou seja Vw € L(G'),w € L(G)). (esqueleto)
Demonstracdo sobre o namero de regras produzidas pelo algoritmo
utilizadas para produzir w.
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Remoc3o de regras €

Um exemplo

ABaC
BC
b|e
D |e
d

A, B, C s3o anulaveis. Logo a gramatica obtida é:

DAOW>W»
AN

S — ABaC | BaC|AaC | ABa|aC | Aa|Ba]|a
A —- BC|B|C

B — b

¢ - D

D — d
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Remocdo de regras unitarias

Definition
Uma producio unitaria é uma producdo da forma A — B com A, B € N.

Theorem

Seja G uma gramatica livre de contexto sem produgées €. Ent3o existe uma
gramética G’ equivalente a G tal que G’ n3o contenha producées unitérias.

Demonstracdo: Mais uma vez, construtiva.
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Remocdo de regras unitarias

® Remover directamente todas as regras da forma A — A

¢ Para cada n3o terminal A de N calcular (com base numa procura de
ponto fixo) todos os B € N tais que A = B

® As producdes de G’ sdo entdo calculadas da seguinte forma:

® primeiro, considerar todas as produ¢bes n3o unitarias de G, coloca-las

em P’
e Considerar todos os casos A == B e para cada um deles juntar a P’
A=yilya|ys| ... | ynparacadaregra B—=yi |y2lys| ... | ¥n

retirado de P’'.

A demonstracdo de correccdo segue os moldes da demonstracio da
correccdo da regra de substituicdo.
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Como simplificar uma gramatica?

Para ter uma gramaticas sem produgdes e (excepto S — €), producdes
unidade e indteis, é preciso aplicar os algoritmos de remoc3o de regras
nesta ordem (exercicio: porqué?)

1. Remover transi¢des €
2. Remover produg¢des unidade

3. Remover producdes inlteis

SMDS TC

83



Transformacoes Gramaticais

SMDS

Formas Normais

TC
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Forma Normal de Chomsky

Definition
Uma gramatica G livre de contexto estd em forma normal de Chomsky
se todas as producdes sio da forma:

e A— BC (com A,B,C € N) ou
* A—va(comAeNeac))

Theorem

Seja G uma gramaética algébrica tal que € ¢ L(G), entdo existe uma
gramética G' em forma normal de Chomsky equivalente a G.
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85



Forma Normal de Chomsky

Demonstracdo construtiva facil.

Para comecar, simplificar a gramatica usando as transformagdes anteriores.

Considere as seguintes transformac;ées:

1 1
A—xtx} lelz...xngz Soxg ququ‘H' ...xgil (com x; EX e B € N)
Transformar em . i
1 1 2 2 q q q+ q
A1 — C1 CoyBiCE ... G By . G G Bg Cp_*_1
C. - X
1 1
~1 1
Cgl — xgl
G — X3
q+1 q+1
Cp+1 - X
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Forma Normal de Chomsky

® A— B1B>...B; (com B; € N) Transformar em
A > BB,
B2 — BB}

B, — Bp,1B,
® Estas regras quando aplicadas resultam numa gramatica na forma normal de Chomsky.

® Todas estas transformacgdes utilizam a regar de substitui¢cdo simples cuja correccio foi
comprovada.
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Parsing e membership

Um algoritmo para determinar se w € L(G)

SMDS TC
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Um algoritmo de parsing para graméaticas em Forma Normal

de Chomsky

® \amos expor aqui um algoritmo que permita determinar se uma
palavra é gerada por uma gramatica.

® Este algoritmo supdes que a gramatica em cause esta na forma normal
de Chomsky

e Autores: J. Cocke, D.H. Younger e T. Kasami.
e Nome: algoritmo CYK

® Complexida O(|w|3), sendo w a palavra por analisar.
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Um algoritmo de parsing para graméaticas em Forma Normal

de Chomsky

CYK

G =(N,X,P,S) em forma normal de Chomsky.
W = ai1azas - -an

wijj =aj- - aj

Vi={AcV|A = wy;}

neste caso w € L(G) seesése S € Vi,

Como calcular os Vj;?

Observa-se que A € Vi se (A— a;) € P

Temos assim forma de calcular todos os Vj; associados a w (com 1 < j < n).
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Um algoritmo de parsing para graméaticas em Forma Normal

de Chomsky

CYK - continuagdo

® Observa-se igualmente que A = wj; se e s6 se existem um inteiro k tal que i < k < j e
uma producio A — BC tal que B = wy e C — Wi

® Por outras palavras

V= U {A| A— BC,B € Vi, C € Vii1}(*)

ke{ii+1,....j—1}

® Assim de (*) vemos que podemos calcular os diferentes Vj; sequencialmente:
® Vip, Voo, -+, Va3
C V12, V237 ) \/(n—l)n
C V13a V247 Ty ‘/(n—Z)n
® etc.
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Um algoritmo de parsing para graméaticas em Forma Normal

CYK - continuagdo

. 1 .
® Ha exactamente w conjuntos Vj;

® o calculo de cada um necessita do calculo de n componentes de (x)

® dai a complexidade O(n3) (com |w| = n)

SMDS TC

de Chomsky

92



Exemplo

w = aabbb, € G?
com G contendo as producdes:

S — Uv
U - W a
V = UV|b

* Nip = {U}v Nop = {U}, N33 = {V}, Nag = {V}, Nss = {V}

o N12:{A|A—>BC,BEN11,CEN22}:@
N23:{A | A—>BC,BE N22,C€ N33}:{5, V},
da mesma forma Nzq = {U}, Nags = {U}

° N]_3 = {A|A—=BC,B€ N11,C € Nazg} | U{A| A— BC,B € N12,C € N33} = {5, V},
Nog = {U}, N3s = {S, V}

° Ny = {U}, N25 = {S, V}

® Nis ={S,V}, ouseja S estd em Nj5 logo

SIM.
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