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Stephen Cole Kleene, 1909-1994

fundador, em conjunto com Turing, Church ou ainda com Post da Teoria da
Computagdo

autor da teoria das funcdes recursivas, modelo
alternativo as maquinas de Turing e ao A-célculo

inventor do conceito de expressées regulares e de
autémato

em consequéncia do seu estudo da resposta animal a estimulos externos *, com base no
trabalho seminal de McCulloch e Pitts 2 (os inventores das redes neuronais artificiais)

YKleene, S. C. (1956). Representation of events in nerve nets and finite automata. In C.
Shannon & J. McCarthy (ed.), Automata Studies (pp. 3-41) . Princeton University Press .
2Warren McCulloch and Walter Pitts “A logical calculus of the ideas immanent in nervous
activity” Bull. Math. Biophysics 5 (1943), pp. 115-133
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Stephen Cole Kleene, 1909-1994

fundador, em conjunto com Turing, Church ou ainda com Post da Teoria da
Computacao

conjectura que existe uma teoria equacional
(conjunto de axiomas) completa que permita
derivar todas as equacdes validas que envolvem
expressdes regulares

essa teoria equacional forma as Algebras de
Kleene

as algebras de Kleene que vamos aqui estudar
foram batizadas desta forma em honra da sua
contribui¢cdo seminal
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Dexter Kozen, 1951 -

matematico e informatico da universidade de
Cornell (USA)

em 1991, propds uma teoria equacional na forma
de um conjunto finito e completo de axiomas

para as algebras de Kleene

(... e respectiva prova de completude)

resolveu assim a conjectura formulada por Kleene e definiu na pedra o que elas
503
sdo

3Dexter Kozen. A completeness theorem for Kleene algebras and the algebra of regular
events. Infor. and Comput., 110(2):366-390, 1994. Previoulsy published in 1991 at LICS'91
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uma aplicacdo relevante

Ken Thompson introduziu no sistema UNIX uma primitiva de procura de texto
particularmente interessante, rica e eficiente baseada nas expressées regulares que
vamos aqui estudar:

Ken Thompson, “Regular Expression Search Algorithm” Comm. Assoc. Comp.
Mach., Vol. 11, 6, pp. 419422, 1968.

uma nota de Russ Cox (link), retirada dos apontamentos de Thierry Coquand
(fonte: ver bibliografia), particularmente interessante:

“Historically, regular expressions are one of computer science’s shining
examples of how using good theory leads to good programs.

Today, regular expressions have also become a shining example of
how ignoring good theory leads to bad programs. The regular expression
implementations used by today's popular tools are significantly slower
than the ones used in many of those thirty-year-old Unix tools."
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https://swtch.com/~rsc/regexp/regexp1.html

Expressdes regulares e algebras de Kleene

expressoes regulares: (lembrete) uma notacgdo finita para representar
linguagens infinitas cujas palavras apresentam padrdes regulares

algebras de Kleene: formalizag3o algébrica do conceito de evento
regular

exemplo: sequéncias de caracteres (conjunto das palavras) expressas por
expressdes regulares
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uma questdo de equivaléncia

a saida 010011011010111010100101010 é gerada por qual destes dois
programas?

while (Random.bool ()) do

print_int O
while (Random.bool ()) do done;
if (Random.bool ()) while (Random.bool ()) do
then print_int 1 print_int 1;
else print_int O while (Random.bool ()) do
done; print_newline () print_int O
done

done; print_newline ()

como caracterizar as saidas de cada um destes dois programas? como se
relacionam?
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Estes programas s3o equivalentes?

let () =
while (a && b) do
doi:? let () =
o7 while a do
while a do .
q0; if b then p(O)
while (a && b) do S IS
done
pO
done
done

a algoritmia prépria as algebras de Kleene* permite responder a estas
questdes de forma completa e automatica

“Algebras de Kleene com testes, no caso deste exemplo
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semi-grupos e monoides

um semi-grupo é uma estrutura algébrica (S, ) onde
® S é um conjunto e

® . & uma lei de composicdo interna em S (i.e. uma aplicagdo binaria de
S x S — S) associativa, i.e.

Vx,y,2€S8, x-(y-z)=(x"y) z

ou seja podemos escrever x - y - z sem risco de ambiguidade

um monoide é uma estrutura algébrica (M, -, 1) tal que
® (M,-) & um semi-grupo e

® 1 é um elemento particular de M que é a identidade tanto esquerda como
direita para -, i.e.
VxeM, 1l-x=x-1=x

por questdes de conveniéncia escreveremos xyz no lugar de x - y - z quando o
contexto ndo introduz ambiguidades
SMDS TC 11



exemplos de monoides

e (N,+,0)

e (N, x,1)

e (R™" x,I) onde R"™" & o conjunto das matrizes de n por n de
elementos de um anel ® R, x é a multiplicacdo classica de matrizes e
| & a matriz identidade.

de notar que os dois primeiros exemplos s3o também comutativos

5(A,+, x,0) & um anel se as duas leis internas s3o associativas, se + & comutativa,
seVac A ,dbe Atal que a+ b =0, se 0 é elemento neutro de + e se x & distributiva
(a direita e & esqueda) em relagdo a +.
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Semi-anel idempotente

um semi-anel (S, +, x,0,1) & uma estrutura algébrica tal que
® (S5,4,0) & um monoide comutativo
® (S,x,1) & um monoide

® X é distributiva (3 direita e a esquerda) em relagcdo a +:
Vx,y,z€S, xX(y+z)=xxy+xxz A (x+y)Xz=xxz+yXxz

® 0 é elemento absorvente para x (i.e. paratodoo xde S, 0xx=xx0=0)

convencdes notacionais sobre + e X: usaremos as abreviaturas habituais, em
particular (x x y) + (z x (x + y))) serd abreviado em xy + z(x + y)

um semi-anel é idempotente se Vx € S, x + x = x
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Semi-anel idempotente

agrupando todas as propriedades que a define, um semi-anel (S, +, x,0,1)
idempotente é uma estrutura algébrica tal que Vx,y,z € S:

x+(y+z) = (x+ty)+z Xty = y+x
x(yz) = (xy)z x+0 = x

x(y + 2) = xy+xz Ox = x0 =0
(x+y)z = xz+yz 1x = x1 = x
X+ x = X

um anel & um semi-anel no qual o monoide aditivo forma um grupo, isto &, no
qual se tem Vx € S, Jy, x + y = 0 (para todo o elemento, existe um elemento
inverso para a soma)
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ordem num semi-anel idempotente

relembramos que uma ordem parcial R € uma relac3o binaria sobre um
conjunto (digamos S, ou seja R C S x S) tal que R seja reflexiva,
anti-simétrica e transitiva

todo o semi-anel idempotente tem uma ordem natural < definida como

Xt+y=y

x<y

(exercicio: provar que < é de facto uma ordem parcial)

SMDS TC
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em qualquer semi-anel idempotente (S, +, x,0, 1), as operagdes + e x

sdo mondtonas em relacdo a <

ou seja, Vx,y,z € S,

SMDS

x<y
X<y
x<y
x<y

o
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propriedades de monotonia

x+z<y+z
z+x<z+y
xz < yz
zx < zy
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operador supremo

num conjunto parcialmente ordenado (C, <) e, considerando um
subconjunto S de C (S C C), o supremo ou limite superior minimo® de
S é um elemento s de C tal que

VxeS,x<s AN ViéelCVxeS x<s = s<5¢

é, informalmente, o menor elemento de todos os elementos que sdo maiores
do que qualquer elemento de S (i.e. 0 menor dos majorantes)
de notar que este pode n3o existir

por questdes de conveniéncia, designaremos o supremo por lub (iniciais de
least upper bound)

Sem inglés: supremum ou least upper bound.
SMDS TC 17



operador supremo

num semi-anel idempotente (S, +, x,0,1) o operador + designa o lub de
qualquer par de elementos em relacdo a ordem <,

isto é, o elemento x + y & o lub do par (x,y)

(exercicio: demonstre tal propriedade)
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menor elemento de um semi-anel idempotente

num semi-anel idempotente (S, +, x,0,1), 0 & o menor elemento de S
relativamente a ordem natural <, ou seja,

Vx e€S5,0<x

(exercicio: demonstrar!)
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o operador *

informalmente o operador x captura a nocido de composicdo sequencial e o
operador + captura a noc3o de escolha

nesta linha, vamos agora juntar um operador suplementar (unario, notacdo

posfixa), na verdade essencial e central, o operador b S para a iteracdo, repeticdo

é designado de operador estrela, fecho de Kleene ou ainda o fecho reflexivo
transitivo

SMDS TC
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Algebra de Kleene

uma Algebra de Kleene (K, +, x, *,0,1) é uma estrutura algébrica tal
que (K,+, x,0,1) seja um semi-anel idempotente que, considerando a
ordem natural <, verifica as propriedades suplementares seguintes

14+ xx* < x*
1+x*x < x*
b+ax < x — ab < x
b+xa < x — ba* < x

(de notar que estamos a assumir as precedéncias * > X > + para
simplificar a escrita de expressées)

SMDS TC 21



Algebra de Kleene

resumindo, uma Algebra de Kleene (K, +, x, *,0, 1) verifica

x+(y+z) = (x+y)+z
x(yz) = (x)z
x(y + z) = Xy +xz
(x+y)z = xz+yz
X+ X = X
1+ xx* <
1+x*x <
b+ax <
b+xa <

(todas estas equagdes e inequagdes sdo quantificadas universalmente sobre o conjunto dos

termos Kex <y 2 x+y=y)

SMDS
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da importancias dos axiomas para *

o fecho de Kleene &€ uma peca central nas algebras de Kleene

os seus axiomas permitam calcular solucdes para equacdes lineares referentes a
elementos da algebra considerada

por exemplo’ (qualquer que sejam a e b de K) a menor solugdo a inequagdo

b+aX <X
X =a"b
a*b é solucio:

l1+aa*<a* — (1+aa*)b

< a*b (axioma 14 xx* < x*)
— b+a(a*b) < a*b

a*b & a menor solucio:

directamente pelo axioma b+ax < x — a*bh < x

"Reencontraremos (uma instanciacio d) este resultado mais adiante sobre o nome de
Lema de Arden
SMDS TC 23



1+ xx* = x*

14+ xx* <x*(*) e b+ax <x — a*b < x (*¥¥)
podemos promover, & custa da axiomatica das KAs, 1 4+ xx* < x* para

1+ xx* =x*

para tal, basta demonstrar que x* < 1 + xx™ (por anti-simetria de < obtemos a
igualdade)

e consideremos assim (**¥) com a=x, b=1, x =1 + xx*, temos

14+ x(1+xx") <(1+xx") — x"1 <1+ xx*

e assim, desde que 1 + x(1 + xx*) < (1 + xx*), temos x*1 < 1 + xx*

SMDS TC 24



1+ xx* = x*

14+ xx* < x* (*) e b+ ax < x — a*b < x (¥¥)

ora x*1 = x* (pelo axioma Vx.x = x1, em particular quando x é x*)
ou seja, desde que 1 + x(1 + xx*) < (1 + xx*), temos x* < 1 4 xx*
por monotonia de < em relacdo a + e a x, temos

14+ x(1+ xx*) < (1+ xx*) desde que 1 + xx* < x*
ora, isto & nos garantido pelo axioma (*).

QED. 1+ xx* = x*
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exercicio: demonstre que 1 + x*x < x*

SMDS TC

exercicio
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propriedades derivadas

1< a* ac = cb — a*c = cb*
=4 (ab)*a = a(ba)* a.k.a. regra shifting
a‘a*=a"

(a+ b)" = a*(ba*)* a.k.a. regra denesting

a<b— a*<bp* * € mondétono

SMDS TC 27



(a+ b)" = a*(ba*)*

demonstracdo de (a + b)* < a*(ba*)*
primeiro, observemos que

1 S a*(ba*)*

aa*(ba*)* < a*(ba*)*

ba'(ba")" < (ba")’
< a*(ba')*

logo

1+ (a + b)a*(ba*)* 1+ aa*(ba*)* + ba*(ba*)*

VANIVAN

do axioma b+ ax < x — a*b < x segue-se que (a+ b)" < a"(ba")" QED

SMDS TC -



(a+ b)" = a*(ba*)*

demonstracdo de a*(ba*)* < (a+ b)*
usemos a monotonia dos diferentes operadores das algebras de Kleene

a*(ba*)* (a+b)*((a+ b)(a+ b)*)*

<
< (a+b)*((a+ b))
< (a+ b)*

QED. (a+ b)* = a*(ba*)*

SMDS TC 29



Algebra de Kleene, pragmaticamente

pragmaticamente para derivar outras equivaléncias de forma equacional,
podemos usar as propriedades de base seguintes que nos sdo dadas pela
axiomatica das algebras de Kleene mais algumas propriedades de base
imediatas: uma Algebra de Kleene (K, +, x, *,0, 1) verifica

x+(y+z) = (x+y)+z xty = y+x
x(yz) = (xy)z x+0 = X
x(y + 2) = xy-+xz Ox = x0 =0
(x+y)z = xz+yz 1x = x1 = x
X+ x = X 1+ xx* = x*

1+x*x = x*

b+ax < x — a*b
b+xa < x — ba*

< X

< X

em conjunc¢do com o Lema de Arden que estabelece que uma solucio
menora X = b+ aX é X =a*b

SMDS TC 30



outras identidades notaveis

temos igualmente
as seguintes expressdes sdo equivalentes

® (a+b)" ¢ 0 =1

o (a" +b)" * (4 =2

o a"(a+b) c(@+ay =

(ot by ¢ (Ltae =7

o (a"b%) ° 5" = (aa)* + a(aa)*
° (a*b)*a* L4 jb)* :1-1—3([33)*17
° a*(ba*)* ® aa = aa

°* 2" =(1+a+a’+---+a"1)(a")", (n>1)

exercicios: demonstrar estas equivaléncias
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As expressGes regulares e Algebras de Kleene

Seja A um alfabeto, o conjunto das expressdes regulares RegExp(A) sobre
o alfabeto A equipado das constantes e das operacdes habituais, isto é
(RegExp(A), +, -, *,0, €), forma uma algebra de Kleene

nota-se que 0 ~~ (), 1~~¢€ X ~> -

Demonstracdo: basta verificar que as expressdes regulares verificam todos
os axiomas das algebras de Kleene, ou sejam que esses sdo equivaléncias
verificadas nas expressdes regulares

por exemplo, x.0) ~ ().

L(x.p)={ab | acL(x)AbelL@®)}={ab | acL(x)AbeD} =10 (porque be (), e
a.l =0) = L(9).

QED.

(exercicio: demonstrar os casos restantes)
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AK = RegExp

vamos, nos acetatos que seguem, comodamente confundir expressées
regulares e algebras de Kleene

confundiremos igualmente a equivaléncia ~ de expressdes regulares com a
igualdade = de termos de uma algebra de Kleene

notacdo: pelas mesmas questdes de comodidade, poderemos usar r* onde
se espera rr* ou r? onde se espera (€ + r)

SMDS TC
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exercicios

seja ¥ = {a, b}, demonstrar que
b?(ab)*a? = (ab)* + b(ab)" + (ab)"a+ b(ab)*a
sejam r e s duas expressdes regulares, demonstrar que
(r's)* =e+(r+s)'s
seja X = {0,1}, demonstrar que
(e +1)(01)*(e+0) = (01)* + 1(01)* + (01)*0 + 1(01)*0
seja X = {a, b}, consideremos o raciocinio seguinte:

(b+ ab+ aab)*(e+a+aa) = (a?a?b)*a?a?
= a?a?(ba?a?)*
= (e+a+aa)(b+ ba+ baa)*

® que linguagem esta associada as expressdes regulares envolvidas?
® 3 que equivaléncias temos de recorrer para valida-lo?
demonstrar estas equivaléncias.

SMDS TC

34



algoritmos de base para as expressoes regulares

SMDS TC
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lembrete

retomemos aqui as definicdes de base

seja A um alfabeto finito, o conjunto RegExp(A) das expressdes regulares
sobre o alfabeto A é definida pela gramatica BNF (Backus Naur Form)
seguinte

RegExp(A) == 0 | € | a
| (RegExp(A) + RegExp(A))
| (RegExp(A) . RegExp(A))
| RegExp(A)*
(com a € A)

como é ja habitual, omitiremos as paréntesis e o . usando as convencdes
(prioridades etc..) habituais desde que ndo cause ambiguidades
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RegExp(A) em OCaml

se admitirmos que o alfabeto é o tipo char em OCaml,

type regexp
|V

0 vacam

cla+b

SMDS
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char

regexp * regexp
regexp * regexp
regexp

— P (C ’c’

, P

TC

(* a expressdo regular vazia *)

(* epsilon *)
(* a de A, com A=char *)
(x a+b *)
(x a.b *)
(x ax *)
(s (U (C ’a>, C ’b?)) , C *d?))
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comprimento alfabética de uma expressdo regular

designamos por |r|y o comprimento alfabético de uma expresséo regular r
e é definida pelo niimero de simbolos do alfabeto ¥ que r contém

(* alphabet length of a regular expressionx)

let rec alfa_length = function

| E -> 0

(¢ -> 1

(a,b) | P (a,b) -> alfa_length a + alfa_length b
r

|
|
|
| -> alfa_length r

naca<

|c(a+ b)*d|x =4
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propriedade da linguagem vazia

uma expressdo regular r denota a linguagem vazia se L(r) = (), ou equivalentemente

re~0

ou seja (versdo algebra de Kleene) se r & equivalente a () (i.e. r =0)

neste caso diz-se de r que tem a propriedade da linguagem vazia (abreviada em elp(r)

ou 0(r))

esta propriedade é trivial de determinar visto precisar somente de uma verificacdo
estrutural da expressdo regular em causa:

(* empty language property *)

I z: :: 0 let rec elp = function
=€
0(r) = n ser—a | v -> true
T ) O(a)vO(b) ser=ab | P (a, b) -> (elp a) || (elp b)
O(a)AO(b) ser=a+b | U (a, b) -> (elp a) & (elp b)
1 ser=q* | _ -> false

(* utilitdrios *)
let empty = elp
let notempty r = not (elp r)

O((aa+ bc)* D)=L vT=T
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propriedade da palavra vazia

uma expressdo regular r tem a propriedade da palavra vazia ou ainda que é anulavel
quando € € L(r)
(notagdo ewp(r) ou ainda €(r))

de forma semelhante a propriedade anterior, a definicio da propriedade ewp é estrutural

(* empty word property *)

1 ser=10 let rec ewp = function
T ser=ce | E|l S _ -> true
e(r) = + ser=a | P (a, b) -> (ewp a) && (ewp b)
e(a) Ne(b) ser=a.b | U (a, b) -> (ewp a) || (ewp b)
e(a)ve(b) ser=a+b | > false
T ser=q* -
e((e+b).(ab)*)=(TVL)AT=T (x utilitarios *)
let epsilon = ewp

let notepsilon r = not (ewp r)
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equi-anulabilidade

duas expressdes regulares r e s sdo equi-anulaveis quando

¢(r;s) = (e(r) =e(s))

(* equi-nullability*)
let equinullable r s = ewp r = ewp s

C((a+ b)*,(ab)*(ba+aac)")=(T=T)=T

C((a+ b)*, (ab)(ba+aac)’)=(T=1)=1

SMDS TC 41



L(r) C {e}

a fungdo £ : RegExp(A) — B testa se uma express3o regular r representa uma linguagem
que contém no maximo o € (i.e. L(r) C {e}, ou ainda L(r) =0V L(r) = {€})

let

£(r) =

T ser=10

T ser=ce

€L ser=a
&(a) NE(D) ser=a+b
B(a) v O(b) Vv (£(a) ANE(B)) ser=a.b
£(q) ser=gq"

rec atmost_epsilon = function

VIE

S a

U (a, b)
P (a, b)

SMDS
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true

atmost_epsilon a

(atmost_epsilon a) &% (atmost_epsilon b)
(elp a) || (elp b) ||

((atmost_epsilon a) &% (atmost_epsilon b))
false

E(ab) " +0)=TAT=T
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determinar se uma linguagem é infinita

a fungdo oo : RegExp(A) — B testa se uma expressdo regular r representa uma
linguagem infinita (que contém um namero infinito de palavras) (i.e. |L(r)] = o)

1 ser=10
L ser=c«e
) 4L ser=a
oo(r) = oo(a) V oo(b) ser=a+b
(co(a) A =0(b)) V (—0(a) A co(b)) ser=a.b
—(¢(a)) ser=gq’

let rec infinity = function

| S a -> not (atmost_epsilon a) oo((a* + b)*b*) = (co((a* + b)*) A =B(b))V
-> (infini infini (0o(b™) A ~0(a" + b))
HEE A - i
a, -> (infinity a notempty (=é(b) A T)
(infinity b && notempty a) = TVT
| _ -> false i
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conjuntos de expressdes

para os algoritmos seguintes precisaremos de uma estrutura para arquivar e manipular
conjuntos de expressdes, conjuntos de pares de expressées e conjuntos de caracteres

em OCaml, usemos o tipo conjunto equipado com uma fun¢3o de comparagio (do
médulo Set)

(* module/type for sets of regular expression *)
module ReS = Set.Make (struct
type t = regexp
let compare = compare
end)

(* module/type for pairs of sets of regular expressions *)
module RePS = Set.Make (struct
type t = ReS.t * ReS.t
let compare = compare
end)

(*module/type for set of chars *)
module CS = Set.Make(Char)
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uma aplicacdo simples

por exemplo estender as funcdes sobre expressées regulares para conjuntos
de expressdes regulares é assim facil, por exemplo:

(* extending usual functions over regular expressions *)
(* to sets of regular expressions *)
let ewps ReS.exists ewp

let atmost_epsilons = ReS.for_all atmost_epsilon
ReS.exists infinity

let infinitys
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concatenacdo a direita

uma operac¢do utilitaria quando se manipula um conjunto de expressées regulares,

digamos S £ {sy,---
denotada por S © r,

ie. {s.r|seS}

0
Sor = S
{s.r | seS}

ser=10
ser=ce
sendo

,Sn}, € a concatenagdo a direita de uma expresséo regular r,

(* S.r when S is a set of regexps *)
(* and r a regexp *)
let rigth_concat s = function

| V -> ReS.empty

| E -> s

| r -> ReS.map (fun e -> P (e,r)) s

(* utility function,  *)
(* for nice infix use *)
let ( *.* ) = rigth_concat

para simplificar, poderemos anotar S ® r por S.r ou mesmo S r quando o
contexto ndo induzir ambiguidades

SMDS
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derivadas parciais de expressGes regulares

SMDS TC
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linguagens quocientes esquerdas

um conceito interessante que envolve expressdes regulares e linguagens é o de
linguagens quocientes esquerdas

sejam ¥ um alfabeto, L uma linguagem sobre este alfabeto e w uma palavra de
Z*

a linguagem quociente esquerda de L em relacdo a w, denotada por E, (L) é
definida por

EJL)={v | veT*Awv e L}

ou seja, & o conjunto das palavras v de * que sufixando w formam uma palavra
de L

alternativamente, se considerarmos L’ como o subconjunto de L das palavras que

tém w como prefixo, E,, (L) é o conjunto dos sufixos de L’

nota: na literatura encontra-se a notagdo alternativa wiL para E, (L)
SMDS TC
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linguagens quocientes esquerdas

um caso particular de E, (L) ocorre quando w é uma letra de X (digamos a € ¥)
assim, parafraseando,

EL)={v | vex*navel}

uma nota interessante é a de que

L=JaE(L)

acx

(notacdo alternativa encontrada na literatura: a=!L)
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quociente esquerdo e derivada

na literatura, a linguagem quociente esquerda E,(L) é também designada
de linguagem derivada de L em a(com a € )

Lemma

seja ¥ um alfabeto, L C ¥* uma linguagem e a € ¥

ax € L se e s6 se x € E,(L)

uma questdo é como calcular E,(L)?

o calculo de uma linguagem derivada de uma linguagem regular faz-se
comodamente de forma estruturalmente recursiva sobre a expressio
regular que a gere, i.e. sobre r tal que L(r) =L
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origem

o conceito de derivada de uma expressio regular foi definido originalmente
por Brzozowski nos anos 608 no contexto da construcdo de circuitos
digitiais sequenciais a partir de expressdes regulares complementadas com
interseccdo e complemento

Mirkin, na mesma altura, complementou (na verdade, generalizou) este
conceito com a nogao de base e de prebase® de uma expressdo regular para
a construcdo de um autémato nio deterministico a partir de uma expressio
regular

este mesmo conceito foi redescoberto trinta anos mais tarde por

Antimirov, que as designou de derivadas parciais
10

8J.A. Brzozowski, Derivatives of regular expressions, J. ACM 11(4) (1964) p481-494.
9B. Mirkin, An algorithm for constructing a base in a language of regular expressions,
Eng. Cybern. 5 (1966) p110-116.
10\ M. Antimirov, Partial derivatives of regular expressions and finite automaton
constructions, Theor. Comput. Sci. 155(2) (1996) p291-319.
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derivada parcial de uma expressio regular

na literatura o conceito de derivada parcial é expresso tanto como uma
operacdo que devolve uma expressdo regular ou ent3o que devolve um
conjunto de expressdes regulares

a diferenca reside essencialmente no tratamento do operador + nas
derivadas parciais

num caso preferiremos devolver r + s enquanto no outro {r,s}

na nossa exposicdo optaremos pela versio conjuntoll;

0a(r), a derivada parcial de r na letra a, é o conjunto de expressées
regulares s que representam as palavras que podem ser formadas tais que

aselL(r)
(i.e. escolhendo a na primeira posicdo)

1h3 vantagens que ultrapassam a exposicdo desta aula ligadas as questdes de

igualdade.
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derivada parcial de uma expressio regular

Considerando um alfabeto %, uma express3o regular r e uma letra ade ¥, o
conjunto 0,(r) das derivadas parciais de r relativamente a a é definido de forma
estruturalmente recursiva por

) ser=1
) ser=ce
0 ser=b A b#a
) A{e} ser=a

Os(r) = 0,(s) U 04(t) ser=s+t
0.(s) ©tU 0,(t) ser=s.t A €(s)
Oi(s)ot ser=st A —e(s)
0a(s) © s* ser=s"
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derivada parcial de uma expressio regular

(* partial derivative of
let rec pd a = function
| vV IE ->
| C b when b<>a ->
| C b >
| U (r,s) ->
| P (r,s) when ewp r ->
| P (r,s) ->
| Sr as re ->

SMDS

a regular expression *)

ReS.
ReS.
ReS.
ReS.
ReS.

(pd
(pd

empty

empty

singleton E

union (pd a r) (pd a s)

union ((pd a r) *.* s) (pd a s)
ar) *x.*s

ar) *x.*% re
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SMDS

0a(abab + abba)

Op(abab + abba)

9a(a*b)

0a((ab)*a)

exemplos de derivadas parciais

0a(abab) U 0,(abba)

0a(a) © babU 01(a) © bba
{{e} © bab, {e} © bba}
{e.bab, e.bba}

{bab, bba}

Op(abab) U Op(abba)
Op(a) ® bab U dp(a) © bba
0 ®babU®® bba

0

8,(a%) ® bU 8,(b)
(0a(a) ®a*) @ bUD
({edoa")ob
{ea*} O b
{a*}ob

a*b

9a((ab)*) © aU a(a)
9a((ab)*) ®aUe
(0a(ab) © (ab)*) ® aUe
((9a(a) © b) © (ab)*) © aU e
({etob)o(ab)’)0aue
{b(ab)*a, e}
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extensdes a nocdo de derivadas

a nocdo de derivada estende-se naturalmente para dois casos interessantes:

sejam S um conjuntos de expressbes regulares e a uma letra do alfabeto

95(S) = |J 2.(r)

res
(* utility function *)
(* repeated unions over sets of regular expressions *)
(* U_(r in S) £f(r) *)

let rec unions f s =
ReS.fold (fun re acc -> ReS.union (f re) acc ) s ReS.empty

(* partial derivative of a set of regular expressions s *)
(*x over a letter ax)
let rec pds a s = unions (pd a) s
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extensdes a nocdo de derivadas

sejam w € ¥*, a uma letra de ¥ e r uma expressdo regular
a derivada de r sobre uma palavra w é definida por recursdo estrutural sobre a
constituicdo da palavra w

a [ A{r} sew =¢
Du(r) = { 9,(0,(r))) se w =v.a)

(nota: & importante realcar que a recursio é feita da direita para a
esquerda sobre a palavra w)

(* partial derivative of a set of regular expressions sr *)

(* by a word p given as a list of its characters in *)
(* reverse order <-- must be ensured on first call *)
let rec pdw (sr: ReS.t) = function

0 -> sT

| a::tl -> pds a (pdw sr tl)
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algoritmia para testar w € L(r)
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linguagem quociente esquerda e derivadas

a linguagem do conjunto de expressdes regulares 0,(r) é o quociente
esquerdo de r por a, i.e.
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problema da pertenca e derivadas

Theorem

Sejam ¥ um alfabeto, w uma palavra de ¥* e r uma expressdo regular
sobre ¥*

w € L(r) se e s6 se €(0y(r))

intuitivamente, se a derivada de r por w devolver um conjunto de
expressdes regulares ao qual pertence ¢ entdo isso significa que um dos
sufixos aceites a seguir a w é ¢ (e pertence ao quociente esquerdo de
w), logo w.e € L(r) ou seja w € L(r)
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algoritmo para w € L(r)

w € L(r) se e s6 se €(dy(r))

este teorema sugere um algoritmo para testar se w € L(r): basta calcular a
derivada de r por w e verificar se o resultado contém e

(* belongs r p = the word p is in the language *)

(* induced by the regular expression r *)
(* p is given as a list of its characters in *)
(* reverse order *)

let belongs r 1lc = ewps (pdw (ReS.singleton r) lc)

este algoritmo é essencialmente o algoritmo de Ken Thompson

e funciona igualmente no caso das expressdes regulares estendidas com
interseccdo e complemento (o caso considerado originalmente pelo Brzozowski)
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logo

SMDS

8abb(ab*)

e((’)abb(ab*))

exemplo

95(0b(0a(ab")))
Bb(ab(aa(a) © b*))
9b(0b({b7}))
9p(0b(b) © b*)
w({b*})

{b}

=e({b"}) =T

abb € L(ab")

TC 62



SMDS

algoritmia para testar r ~ s
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O programa

antes de apresentar o algoritmo para testar a equivaléncia de duas
expressdes regulares, vamos apresentar o contexto formal que justifica que
este algoritmo exista e funcione
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conjunto de derivadas parciais

o conjunto das derivadas parciais PD(«)) de uma expressdo regular o é
definido por

PD(a) = | Ow(a)

wer*
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algumas propriedades de PD

Antimirov demonstrou que o conjunto PD(«) é sempre finito
e que |PD(a)| < lalz + 1
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suporte de uma expressdo regular

mas como construir efetivamentre (... por algoritmo) o conjunto PD(«)
para uma dada expressdo regular a?

Champarnaud e Ziadi'? mostraram que é possivel calcular de forma
recursiva a fun¢do m(«), que se designa de suporte da expressdo regular
a

(0) = 0 m(a+pB) = w(a)Umn(B)
(1) = 0 m(af) = m(a)©pUT(B)
m(a) = {e} m(a*) = 7w(a)®a*

essa fungdo é a chave para uma construgdo algoritmica do conjunto PD(«)

12J _M. Champarnaud, D. Ziadi, From Mirkin's prebases to Antimirov's word partial

derivatives, Fundam. Inform. 45(3) (2001) 195-205.
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suporte de uma expressdo regular

m(0) = 0 m(a+p) = m(a)un(pB)
m(1) = 0 m(ap) = m(a)©pUR(E)
m(a) = e} (@) = 7w(e)oa’
(* support of a regular expression *)
let rec pi = function
| VIE -> ReS.empty
| ¢ _ -> ReS.singleton E
| U (r,s) -> ReS.union (pi r) (pi s)
| P (r,s) -> ReS.union ((pi r) *.* s) (pi s)
I

Sr as re -> (pi r) *.x re
desta defini¢do é possivel demonstrar que |7(«)| < |alx
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suporte e derivada parcial de uma expressao regular

Champarnaud e Ziadi mostraram igualmente que

PD(a) = {a} Un(«)

‘temos 0 nosso algoritmo! ‘

(* set of partial derivatives of a regexp *)
let pdregexp r = ReS.union (ReS.singleton r) (pi r)

e constataram novamente que |PD(«)| < |ofx +1
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um exemplo

m((ab+ c)*) m(ab+c)® (ab+ c)*

(r(ab) Um(c)) ® (ab+ c)*

(r(a) @ bUT(b) U{e}) ® (ab+ c)*
{e} o bU{e} U{e}) ® (ab+ c)*
({by U{e}) © (ab+c)”

{b(ab+ c)*,(ab+ c)*}

PD((ab + c)*) {(ab+ c)*} Un((ab+ ¢c)*)
{(ab+ c)*} U{b(ab+ c)*,(ab+ c)*}

{b(ab+ c)*,(ab+ c)*}

SMDS TC 70



equivaléncia de expressdes regulares

seja ¢(«) a fungdo unaria sobre expressdes regulares definida por

[0 se—ela)
o) = { (e} se e(a)

constataram que para qualquer expressdo regular «

a=¢(a U Za

acxr

Antimirov e Mosses!3

assim verificar se duas expressdes regulares o e 3 sdo equivalentes basta
verificar

a) [ Ja> 0x(a)) = o(8) | ad_ 0.(8

acx EIDN

13V .M. Antimirov, P.D. Mosses, Rewriting extended regular expressions, in: G.
Rozenberg, A. Salomaa (Eds.), DLT, World Scientific, 1994, pp.195-209.
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equivaléncia de expressdes regulares

a equacao

o) J aQ_ 9x(0)) = 6(8) | a(3_ 0a(5

acx acx
é um ingrediente essencial para o algoritmo que decide a equivaléncia de
expressdes regulares que vamos apresentar em seguida

de facto, a luz desta equac3o, determinar se & = 3 pode resumir-se em perceber
se (o) = ¢(B) ese Va € X, 0,(ax) = 0.4(B)

se contarmos também com o facto de os conjuntos de derivadas parciais de
expressdes regulares serem finitos

e que o problema da pertenca de uma palavra w a uma linguagem L(«) se poder
resumir a testar se €(0, («))

ent3o obtemos igualmente:
(Vw € T e(0nw () = €(0w(B))) +— a=p
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equivaléncia de expressdes regulares

em contraposicdo, provar que o # 3 pode fazer-se ao provar que para uma
palavra w € **

(0w(0)) # (Du(B)) — a # B

estas duas propriedades sugerem um algoritmo iterativo/recursivo: calcular
derivadas e testar a equi-anulabilidade até chegar a um teste negativo (resposta
1) ou entdo ao fim do conjunto de derivadas existentes (resposta T).
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um algoritmo para calcular se a = (3

Require: S = {({a},{B8})} A H=10

Ensure: T se esése a =0, sendo L

function EquivP(S, H)
while S # 0 do
(Sa, Sg) = pop(S)
if €(Sa) # €(Sp) then
return L
end if
H <+ HU{(Sa,S58)}
for all a € X do
(54, 55) = 0a(Sa), 0a(5p)
if (Sg,Sp) ¢ H then
S+ Su{s,, é}
end if
end for
end while
return T
end function

SMDS

(* symbols_set r = set of symbols of the alphabet *)
(* used in the regular expression r *)
let rec symbol_set = function

| C a -> CS.singleton a

| E | v -> CS.empty

| sa -> symbol_set a

| U (a, b) | P (a, b)-> CS.union (symbol_set a)(symbol_set b)

(* extract an element e from s (i.e. e is removed from s) *)
let pop s = let el = RePS.choose s in (el, RePS.remove el s)

(* let the initial s be {(q,r)}. Are the two *)
(* regular expressions q and r equivalent? *)
let rec equivP (s: RePS.t) h symbols =
if RePS.is_empty s then true
else let ((gamma,delta),new_s) = pop s in
if ewps gamma <> ewps delta then false
else
let new_h = RePS.add (gamma,delta) h in
(equivP
(CS.fold
(fun a acc ->
let dg,dd = pds a gamma, pds a delta in
if not (RePS.mem (dg,dd) new_h)
then RePS.add (dg,dd) acc
else acc)
symbols new_s)
new_h symbols)

(* (equivP (RePS.singleton (ReS.singleton r, ReS.singleton s))

RePS.empty (symbol_set (U (r,s))))*)
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tudo correcto e finito

Foi demonstrado!* que a fun¢do EquivP termina (lembre-se do limite
superior ao cardinal do conjunto das derivadas parciais)

e que respeita a propriedade de correccio

EquivP({({a}, {8})},0) = { I :En(;o_(?.;. o # B)

4Para uma demonstrac3o feita por computador, pode consultar: N. Moreira, D.
Pereira, S. Melo de Sousa. Deciding Kleene Algebra Terms Equivalence in Coq. Journal
of Logic and Algebraic Methods in Programming, Elsevier. 28 pages. 2015.
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exemplo de execucdo do algoritmo EquivP

com a = (ab)*a, B = a(ba)*, so = ({(«, 5)})
considere igualmente s; = ({¢, b(ab)*a}, {(ba)*}) e s, = (0,0)

executemos EquivP(sp, 0)

i S H; derivadas

0 {so} 0 Da(s0) = s1,0b(50) = 52
1 {s1,} {so} 0a(s1) = 52,0p(51) = S0
2 {2} A{so,;s1}  0a(2) = %2,0h(s2) = =2
3 0 {s0,s51,} T

onde i é o contador de execucdo do ciclo while principal, S; e H; sdo os
argumento de EquivP na iteragdo |

o algoritmo termina a sua execucdo com S3 = (), logo EquivP(sp, ) = T
e assim‘(ab)*a = a(ba)*
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exercicio

a implementacdo OCaml dada ao algoritmo EquivP é puramente funcional

usa recursividade no lugar dos ciclos (aqui “while”, “for all”)

exercicio: dar uma implementagdo imperativa (i.e. fiel ao algoritmo) da
funcdo EquivP
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exercicio

exercicio: executar este algoritmo para demonstrar a equivaléncia
® da regra de denesting, i.e. (a+ b)* = a*(ba*)* e

® daregra 1l + xx* = x*
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Teorema de Kleene, again
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lema de Arden

Lemma (de Arden)

Consideremos R e S dois termos de uma algebra de Kleene (K, +, x,%,0,1) e x
uma incégnita sobre o conjunto K. A equacio

XxX=Rx+S

admite como menor solugdo x = R*S
Mais, se —~¢(R), R*S é a dnica solugio.

(demonstracdo: dada mais acima! seccdo “algebras de Kleene')

este lema permite a construcio de um método sistematico de construcdo de uma
expressdo regular a partir de um sistema de equagdes sobre termos de uma
algebra de Kleene

em particular, permite redescobrir o algoritmo por eliminacio de estado que
transforma um autémato numa expressio regular

porque podemos reduzir um autémato a um sistema de equagdo deste tipo
SMDS TC 80



um exemplo

considere o seguinte autémato:

;_"1
i ‘\I[
, / 4 2,1 p
- (p =W (D)
o A iy [ ) oammmm— B A— " Y

extrai-se o sistema de equagdes seguinte:

Ejp= (0—|— l)EA +1Eg, Eg = (O + 1)Ec, Ec=¢+ (O—I— ].)ED7 Ep=c¢
onde E; representa a expressdo (regular) que o estado i reconhece

pelo Lema de Arden, e tratando os estados pela ordem D, C, B e A:

Ep=¢ Ec=e¢+0+1, Eg=0+1+(0+1)

Ea=(0+1)"(10 + 114+ 1(0 + 1)?)
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outro exemplo

consideremos o sistema

Ei = bEy, E, =aE; + bE;, E3 =¢—+ bE;

ent3o, este pode ser simplificado em

Ei =bEy,, E3=¢€¢+ bbE, e E; = (ab+ bbb)E2 +b

logo E; = (ab+ bbb)*b e E; = b(ab + bbb)*b

SMDS TC 82



exercicio:

considere o sistema X = aX + bY, Y =€+ cY +dX

que expressdo regular obtém para X
® se eliminar X seguido de Y?

® se eliminar Y seguido de X?

o que pode concluir sobre as duas solucées obtidas?

SMDS TC
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no lemma de Arden, nada de novo

o método usando o lema de Arden é fundamentalmente o mesmo que os
métodos de eliminacdo de estados e 0 método de Kleene ou ainda de Mac
Naughton - Yamada
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construir um autémato determinista a partir de uma
expressao regular

SMDS TC
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algoritmo de Brzozowski

tirando proveito do facto que o conjunto das derivadas de uma express3o regular
r é finito, a ideia & usar as derivadas deste conjunto como estados do autémato
em questdo e considerar as transicdes da forma r = 9,(r).

Definition

seja r uma expressao regular sobre um alfabeto ¥, seja B = (Q,%,4,{r},F) o

autémato cujo o estado inicial é {r}, cujo conjunto de transicdes é fechado pela
operacdo r - d,(r) para todo 0o a € ¥.

O fecho desta operacido define assim @ e 4.

Os estados finais f sdo os estados de @ para os quais €(f) é verdade.

Theorem

B é determinista, completo e reconhece L(r)

(demonstracdo, no livro de J. Sakarovitch - ver bibliografia)
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exemplo

consideremos r = a* + ab, designemos ro como {r}, temos:

> 8({r}) = {a%b} = n
o O({r}) = 0 = n
n-> 9,(n) = {a"} = n
nd an) = {e = n
5 S 0.n) = 0 = n
) 2d On) = 0 = n
s> 0,(s) = {a*} = r
rs Op(rs) = 0 = n
r4—a> 8;,(!’4) = Q] = r
ra > Ob(ra) 0 = n

Q={r,n,r,rm,n}
| = ro
F = {I’1, r3, I’4}
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aplicar o algoritmo de Brzozowski sobre a expressio regular

r=(a+ b)*ab(a+ b)*

SMDS TC
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exercicio

aplicar o algoritmo de Brzozowski sobre a expressio regular

r=(a+ b)*ab(a+ b)*

o detalhe da resolugdo (por facultar) deve resultar neste autémato
c Do LY. OF
n ” . b (=N
N O O SR OO

SMDS TC
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implementar em OCaml o algoritmo de Brzozowski

SMDS TC

exercicio OCaml

90



SMDS

Conclusao. Quer saber mais?

TC

91



leitura de referéncia

este material apresentado foi realizado com base nas seguintes referéncias

Automata and Complexity

Dexter Kozen Automata
Undergraduate Texts in Computer Science, 400 C a_n‘d
p. Springer (August 1997) omputab:llty

as Algebra de Kleene na primeira pessoa e
apresentadas no contexto de um curso como o

. 3
presente curso Dexter C. Kozen

SMDS TC
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http://www.cs.cornell.edu/~kozen/

leitura de referéncia

este material apresentado foi realizado com base nas seguintes referéncias

Introduction to Kleene Algebra (CS786) (link)

curso proferido por Dexter Kozen

as Algebra de Kleene na primeira pessoa e
apresentadas no contexto de um curso avancado
mas alinhado com a perspectiva do presente
curso
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http://www.cs.cornell.edu/courses/cs786/2004sp/
http://www.cs.cornell.edu/~kozen/

leitura de referéncia

este material apresentado foi realizado com base nas seguintes referéncias

a course on Finite Automata and Formal Languages

[ T e
R

uma aula (link) do Thierry Coquand sobre o
tema desta UC onde as algebras de Kleene e as
expressdes regulares tém um tratamento préximo
do que aqui se apresentou.
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http://www.cse.chalmers.se/~coquand/AUTOMATA/index.html
http://www.cse.chalmers.se/~coquand/

leitura de referéncia

este material apresentado foi realizado com base nas seguintes referéncias

Programming and Reasoning with Kleene Algebra with Tests

Nate Foster, Dexter Kozen, Alexandra Silva
47th ACM SIGPLAN Symposium on Principles
of Programming Languages (POPL 2020).
Progr ing and R

New Orleans, Louisiana, United States with Kleene Algebra with Tests
Part 1: Fundamentals

as Algebra de Kleene no contexto dum tutorial
recente numa conferéncia sobre a ciéncia e a
engenharia das linguagens de programacio

(a prestigiada POPL)
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https://popl20.sigplan.org/details/POPL-2020-tutorialfest/7/-T7-Programming-and-Reasoning-with-Kleene-Algebra-with-Tests

leitura de referéncia

este material apresentado foi realizado com base nas seguintes referéncias

Elements of Automata Theory

ELEMENTS OF

AUTOMATA
de Jacques Sakarotich THEORY

um livro muito detalhado e sélido sobre o
assunto, mathematically oriented.

JACQUES SAKAROVITCH
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https://perso.telecom-paristech.fr/jsaka/

leitura de referéncia

este material apresentado foi realizado com base nas seguintes referéncias

Langages formels - Calculabilité et complexité

Olivier Caeton,

LICENCE 3 & MASTER
MATHEMATIQUES

& INFORMATIQUE
AGREGATION
MATHEMATIQUES.

de Oliver Carton

um livro moderno, completo e sélido sobre o Langages
assunto, embora em francés. formels

Calculabilité et complexité

ication

corrigés détaillés

Vaibert
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https://www.irif.fr/~carton/

leitura de referéncia

este material apresentado foi realizado com base nas seguintes referéncias
Deciding Kleene algebra terms equivalence in COQ

[ ——
Journal of Logical and Algebraic Methods in -

Programming

N. .Moreira, D. Pereira, S. Melo de Sousa.
Journal of Logic and Algebraic Methods in D K st s s o
Programming, Elsevier. 28 pages. 2015.

@

Para além de um resumo do contetdo desta
aula, este artigo introduz o algoritmo de
equivaléncia de termos KA (e.g. expressdes
regulares) apresentado na aula, com a sua
prova de corre¢do (realizada por
computador).
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