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Aviso Prévio

® A redaccdo dos apontamentos da disciplina documento baseou-se
fortemente na bibliografia indicada. Parece-nos entdo 6bvio que a
leitura e a aprendizagem directa pelas obras originais é recomendada,
e mesmo essencial & compreens3o profunda das nocdes aqui
apresentadas;

e O portugués n3o é a lingua materna do autor e o presente documento
encontra-se em fase (constante) de elabora¢do/melhoramento pelo
que se agradece e até se incentiva qualquer sugestdo ou correc¢io;
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Motivacdo

Perceber os limites da informatica
Distinguir os problemas resoltveis algoritmicamente dos que n3o o sdo

Obter resultados independentes da tecnologia utilizada para construir
computadores

Perceber que tudo na programacio é questdo de linguagem e de
computacio sobre palavras
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Problemas e Procedimentos Efectivos
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Problemas

® Que problemas podem ser resolvidos por um programa executados

num computador?
Para responder a tal pergunta é preciso formalizar e definir

® a3 nocdo de problema

® a nogdo de programa e da sua execu¢do por um computador
Poderemos assim determinar com toda a precisdo (i.e.
matematicamente) o que & um algoritmo e qual é o seu poder
expressivo. Ou seja: o que um algoritmo pode resolver e o que ndo
pode.
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A nocido de Problema

O que & um problema? é uma questio genérica
® Dado um vector, podemos ordenar os seus elementos de forma crescente?

® Qualquer que seja um grafo e dois nodos deste grafo, é possivel determinar o
caminho mais curto entre estes dois nodos?

® Existe uma forma de saber se um programa qualquer termina (problema da
paragem)?

® Dada uma equacgdo polinomial de coeficientes inteiros, é possivel determinar as
suas solu¢des inteiras (décimo problema de Hilbert)?

O que & uma instancia de um problema? Um caso particular dum problema. Por
exemplo a ordenagdo do vector [|1;7;2;6; 4;5|] € uma instancia do problema da
ordenacio.
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A nocdo de Programa

Programa, algoritmo, procedimento efectivo: uma descri¢do rigorosa,
completa, finita (em tempo e em tamanho) e deterministica dum processo
de resolucdo que quando submetido a um mecanismo de execucdo permite
determinar sistematicamente a solu¢ido duma instancia dum problema.
® um programa Java é um procedimento efectivo (pensado para ser
executado por um computador)
® 0 algoritmo de euclides, o crivo de eratostene, o quicksort, sdo
procedimentos efectivos
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Problemas e procedimentos efectivos

Como ja vimos, nem todos os problemas tem procedimentos efectivos associados. Isto &,
nem todos tem solugdo algoritmica.

® Os dois primeiros problemas tem solu¢do algoritmica, os dois dltimos ndo. Diz-se,
neste caso, que s3o indecidiveis.

® As fungdes estruturalmente recursivas terminam? Sim. Mas sera possivel
determinar a terminagdo de qualquer programa (ndo necessariamente as fungdes
estruturalmente recursiva). Resposta: n3o. Veja sé:

® O problema de Syracuse (ou de Collatz): A fung3o seguinte termina?
let rec syracuse (n:int) =
if n=1 then 1
else if (n mod 2 = 0)

then syracuse (n/2)
else syracuse (3*n + 1)

até a data de hoje, n3o se sabe.
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O problema da paragem é indecidivel

Vimos na aula de introducdo que o problema da paragem foi demonstrado
indecidivel em 1936 pelo Church e pelo Turing. Repitimos aqui a
demonstracio informal:

® Imaginemos que exista uma fun¢do/programa termina que aceita um
programa, digamos p, e que responderia em tempo finito true se o
programa p termina e false Se 0 programa p ndo termina.

e Consideremos agora o programa seguinte:
let rec sem_fim x = if x then (sem_fim x) else false

termina(sem_fim) devolve ent3o falso.
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O problema da paragem é indecidivel

® Consideremos também o programa seguinte:

let rec teste () = if (termina teste) then teste () else true

® Que devolvera ent3o (termina teste)?

® Se teste N30 termina ent3o (termina teste) devolve false e o valor de
teste € true, |ogo teste termina.

® Da mesma forma, se teste termina ent30 (termina teste) devolve true
e teste € de novo avaliado (devido a recursdo) e entra em ciclo.

Temos aqui uma situagdo contraditéria. A funcio termina n3o pode, infelizmente,
existir: o problema da terminacdo é indecidivel.
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Problemas e Linguagens
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A Formalizaciao dos Problemas
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Como representar problemas, as suas instancias, os seus pardmetros?
através de algo que as possa descrever: a nocdo de linguagem e das suas
palavras.
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Alfabeto: Conjunto finito de simbolos

por exemplo
e {a b,c}
* {a,B,7}
e {1,2,3}
° {$,0, %, &}

® etc...

SMDS TC
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Palavras

e Palavras: sequéncia finita (eventualmente vazia) de elementos dum
alfabeto.

¢ Monoide livremente gerado por um alfabeto A (designado por A* ):
conjuntos de todas as palavras geradas a partir do alfabeto A. Origem
do nome: algébrica. A* € um conjunto que tem um operador binario
. (a concatenagdo) associativo com um elemento neutro: a palavra
vazia € (a palavra feita com 0 letras de A, i.e. de cumprimento 0).

e Admite-se, por razdes de conveniéncia, que a concatenagdo ., por
exemplo a.b.c.d.e.f.g seja notada abcdefg.
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Palavras e Linguagens

® Linguagem L sobre um alfabeto A: Conjunto de palavras, ou seja um
subconjunto de A*.
e Define-se sobre as linguagens e sobres as palavras as seguintes
operacdes:
® O cumprimento de uma palavra w, notada |w/|, devolve o cumprimento
da sequéncia de simbolos que compde a palavra.
® Seja w uma palavra, i um inteiro natural tal que 1 </ < |w/|, entdo
w.(i) designa o i-ésimo simbolo (letra) da sequéncia w.
e exemplos: abb3bwk217m & uma palavra sobre o alfabeto
{0,---,9,a,---,z}. Designemos por w esta palavra. w.(5) = b,
|lw| = 11. No que diz respeito a palavra vazia, |[¢| =0
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Problemas e Linguagens
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Codificacido dos Problemas

Consideremos um problema binario (problema cuja resposta é "sim" ou
"ndo"), cujas instancias estdo codificadas por palavras definidas sobre um
alfabeto . O conjunto X* de todas as palavras definidas sobre ¥ pode ser
particionado em 3 sub-conjuntos:

® as instancias positivas: palavras que representam instancias do
problema e para as quais a resposta ao problema é positiva (sim)

® as instancias negativas: palavras que representam instancias do
problema e para as quais a resposta ao problema é negativa (n&o)

® palavras que n3o sdo nem instincias positivas nem instancias
negativas (ndo sdo instancias do problema)
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Um exemplo

Por exemplo, o problema da satisfacio de férmulas l6gicas proposicionais
(V = conjunto de variaveis proposicionais).
e Alfabeto: A=V T, L,AV,—,<,—,(,)}
® Linguagem: o conjunto indutivo Prop das férmulas proposicionais
definido sobre A* por

® (B)VveV,veProp
® (B) T € Prop, L € Prop
® () VF,G € Prop,—F,(FV G),(FAG), (F— G), (F+ G) € Prop
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Um exemplo

O problema: Dado uma férmula, serd esta uma tautologia?

Conjunto de todas as palavras: A*

As instancias: Prop (€ A¥)

As instancias positivas: as férmulas de Prop que s3o tautologias

As instancias negativas: as férmulas de Prop que n3o sio tautologias

A* — Prop & o conjunto das palavras que no sdo instancias do
problema.

Por exemplo " ((VA" & uma palavra da linguagem, isto é:

"((VA" € A*, mas n3o é uma instancia do problema da satisfacdo
(porque nem sequer & uma formula légica)
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Linguagens Formais
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Operacdes sobre Linguagens

® Primeiro, uma nota: A linguagem vazia (notagdo ()), ndo é igual a
linguagem que s6 tem a palavra vazia (ou seja {e}).

® Sejam L, Ly e L, linguagens.

L1UL2:{W|W€L1\/W€L2}
LlﬂLzz{W|WEL1/\W€L2}
L1.L2:{W|W:X.y,XGLl/\yGLQ}
L% = {e}

L"=L.L""! (com n > 0),

alternativamente temos

L"={w|3Im...wo eLiw=wi.wa. - - w,}

logo, L' =L
L*:{W‘E'kZO,W]_...WkEL,W:WI'W2'...Wk}:U:§8Ln
£+:{W‘Elk>03W1"'Wk€LvWZWI»W2."‘Wk}: :;";Ln
L={w|w¢glL}
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Linguagens Regulares

R, o conjunto das linguagens regulares sobre um alfabeto ¥, é definido por
indu¢&o, isto &, como o menor conjunto (de linguagens) tal que
® (B) elementos de base:
* JeR,
° {e} R,
®* VacYy {a}eR
® (1) elementos produzidos por indug3o:
VA, B € R,
® (Fecho por Unido) AUB € R
® (Fecho por Concatenagdo) A.B € R
® (Fecho pela operagdo de Kleene)A* € R
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Linguagens Regulares

e Assim, linguagens regulares s3o linguagens construidas a partir de
linguagens “atémicas”’ e operacdes simples.

® mais uma vez: () # {¢}

® Um exemplo interessante:

Seja C um alfabeto qualquer e A= {a, b} U C.
A linguagem A = A* — (A*{ab}A*) é a linguagem de todas as
palavras geradas a partir de letras de A mas que nZo contém a

sequéncia ab.

Esta linguagem & regular, apesar da operacdo de diferenca — ndo ser
por definicdo regular.

De facto A = ({b} U C)*.({a}".C.({b} U C)*)*.{a}*.
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Expressdes Regulares

Nem sempre &€ cémodo tratar as linguagens como conjuntos de palavras.
Uma outra abordagem consiste em agrupar palavras consoante os padrdes
que essas apresentam: as expressoes regulares.

Ou seja: Linguagens sdo conjuntos de palavras, Expressées regulares sio
uma notacao.
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Expressdes Regulares

Definicdo indutiva da noc¢do de expressdo regular sobre um alfabeto &
(notagdo RegExp(X)).

Definido sobre o monoide livremente gerado por o alfabeto ¥ seguinte:

(ZUD, (0,4, % eh)™:
® (B) elementos de base: 0),¢,Vx €

e (1) se a, b sdo expressdes regulares, entdo (ab), (a + b), (a)* sdo
igualmente expressdes regulares.

Veremos que sdo uma boa notag¢do para as linguagens regulares.
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Expressdes regulares sdo uma notagdo

para insistir sobre o facto que as expressées regulares formam uma notacio
cémoda para falar de linguagens:

{x € N | x mod 2 =0} representa comodamente o conjunto infinito
{0,2,4,6,8,10,---}

(a+ b)*bb & uma notagido finita que representa comodamente o conjunto
de palavras (i.e. linguagem) {bb, abb, bbb, aabb, abbb, babb, bbbb, - - - }
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Expressdes regulares em OCaml

(x Linguagem vazia
(* Palavra vazia

type ’a expreg = (x
| Vazia

| Epsilon

| Caracter of ’a (x
| Uniao of ’a expreg * ’a expreg (*
| Produto of ’a expreg * ’a expreg (*
| Estrela of ’a expreg (*

SMDS

TC

’a = alfabeto

Caracter c
rl + r2
rl.r2

T*

*)
*)
*)
*)
*)
*)
*)
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Expressdes regulares e linguagens

Convém agora relacionar a notagdo com os conjuntos.

Seja r uma express3o regular, designamos por L(r) a linguagem definida (por

recursdo estrutural) por

0

{e}

{a}

L(a) U L(b)
L(a).L(b)
L(a)

ser=1

ser=e
ser=a(comack)
ser=(a+b)

se r = (a.b)

se r=(a)x

esta linguagem ¢é dita gerada pela expressdo regular r

de certa forma a fungdo L é um compilador de expressdes regulares para

linguagens (que veremos serem regulares)

exemplo:

L(ab+ (c+¢€) =

SMDS

L(a).L(b) U (L(c) U L(e)) = {ab} U {c, e} = {ab, c, e}
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das expressdes regulares para Linguagens em OCaml

Assumindo que uma linguagem é uma lista de string

(ou seja type linguagem

let rec language_of_

Vazia ->
Epsilon ->

Uniao (a,b) ->

|
|
| Caracter a ->
|
| Produto (a,b) ->

| Estrela a ->

= string list)

expreg = function

(1

[empty_string]

[(string_of_char a)]

uniao ((language_of_expreg a) (language_of_expreg b))
let la = language_of_expreg a in

let 1b = language_of_expreg b in

flatten (map (fun x -> (map (fun y -> x7y) 1b)) la)
repeat max_n a

(assume-se a definigdo prévia das fun¢des auxiliares e do limite max_n)

esta fungdo é uma aproximagdo (até max_n) da fungdo L(.) visto esta gerar conjuntos

infinitos

SMDS
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Equivaléncia entre expressdes regulares

® Duas expressdes regulares E e F sido equivalentes se descrevem a
mesma linguagem (i.e. L(E) = L(F), notagdo E ~ F).

¢ O problema de saber se Va, b € RegExp(A),a ~ b & um problema
central, complexo mas solavel.

Veremos assim que existam métodos baseados em autématos (com a
ajuda do teorema de Kleene) ou baseados numa manipulagdo
algébrica, mas directa, das expressdes regulares.
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Teorema

Uma linguagem é regular (LR) se e sé se pode ser representado por
uma expressao regular (ER)

Demonstracdo?

® (LR) = (ER) Por indugdo estrutural sobre a defini¢do duma
linguagem regular

® (ER) = (LR) Por indugdo estrutural sobre a definicdo duma
expressdo regular
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Teorema

Uma linguagem é regular se e s6 se pode ser representado por uma expressdo regular

Demonstragdo de (ER) = (LR)? (esqueleto)
Por indugdo estrutural sobre a definicio duma expressio regular

® Demonstrar que as linguagens geradas pelas expressdes regulares de base sdo
regulares

1. L(() é regular por definicdo, QED
2. L(e) & regular por definicdo, QED.
3. Vae A, L(a) = {a} é regular, por definicdo, QED.

® Sejam a e b sdo duas expressdes regulares. Admitimos que L(a) e L(b) sdo
regulares. Serdo L(a*), L(a + b) L(a.b) regulares? Sim (por defini¢do de
linguagem regular....trivial). QED.

Quod Erat Demonstrandum.
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Linguagens regulares

e Varias expressdes regulares podem estar associadas a8 mesma
linguagem regular.

® Seja X ={a1, - ,an}. L* pode ser gerada pela expressdo regular
(a1 +ax+ -+ ap)*
® o conjunto das palavras n3o vazias geradas a partir do alfabeto %,

notado ¥+, & denotado por (a1 +ax + -+ +ap)(a1 +ax + -+ + an)*
(ouseja Xt =3%3%%).
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® Por

Algumas consideracdes sintacticas

conveniéncia nota-se por

ab a expressdo a.b.
(ocasionalmente) a|b a expressdo a + b.
rt (ou r+) a expressio r.r* (ou rr*).
r? a expressdo (r + ¢) ("eventualmente r'")
r" a expressdo r---r
——

n
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Algumas consideracdes sintacticas

® Para facilitar a escrita de expressdes regulares:
® Prioridade implicita dos operadores (por ordem decrescente): x -+
® Associatividade de . e de +:
® Porque L(((E+ F)+ G)) = L((E + (F + G))), entdo utilizaremos a
notacdo E4+ F+ G
(exercicio: demonstrar esta afirmag&o).
® Porque L(((E.F).G)) = L((E.(F.G))), entdo utilizaremos a nota¢do
E.F.G
(exercicio: demonstrar esta afirmag&o).

¢ Finalmente, confundiremos expressdo regular e e a linguagem gerada
por e (isto &, L(e)).

Falaremos assim da linguagem aa*(b+ c)* em vez de L(aa*(b+ c)*).
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Alguns Exemplos

® Exemplos: Seja o alfabeto A = {a, b}
® (a+ b)* descreve a linguagem ({a} U {b})*
® (a*).b.(a)* descreve a linguagem das palavras que contém exactamente
uma ocorréncia de b
® L(a(ab)*b) = {a(ab)"b | n > 0}
® Para o alfabeto A’ = {0, 1}, a expressdo regular (1(0 4 1)*)*10
descreve a linguagem de todos os niimeros binarios m tais que
dk e Nym =4k +2.
(exercicio: porqué?)
® teremos
® (ab)* ~ a*b*?
® (a+ b)* ~a*+ b*?
® a(b+c)~ ab+ ac?
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Linguagens regulares

® (a+ b)*a(a+ b)* representa a linguagem das palavras que contém
pelo menos um a.

® Em sintaxe BNF a expressdo regular representando os niimeros
flutuantes (os "floats") define-se por:

<float> ::= -7 <digit>+ (. <digit>*)? ((e | E) (+ | -)? <digit>+)?
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linguagens quocientes esquerdas

um conceito interessante que envolve expressGes regulares e linguagens é o de
linguagens quocientes esquerdas

sejam ¥ um alfabeto, L uma linguagem sobre este alfabeto e w uma palavra de
Z*

a linguagem quociente esquerda de L em relacdo a w, denotada por D, (L) é
definida por

Dy(L)={v | veT*Awv e L}

ou seja, & o conjunto das palavras v de * que sufixando w formam uma palavra

de L
alternativamente, se considerarmos L’ como o subconjunto de L das palavras que
tém w como prefixo, Dy, (L) é o conjunto dos sufixos de L’

SMDS TC

40



linguagens quocientes esquerdas

um caso particular de D,, (L) ocorre quando w & uma letra de X (digamos
acey)
assim, parafraseando,

Di(L)&2{v | veT*nave L}

uma nota interessante é a de que

L=]JaDi(L)

EIS
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Uma equivaléncia

(a*b)* + (b*a)" ~ (a+ b)*

Demonstracio:
Em dois passos. Primeiro, provar que (a*b)* 4 (b*a)* C (a + b)*. Provar,
em seguida, que (a+ b)* C (a*b)* + (b*a)*.

passo 1.
e (a*b)* 4 (b*a)* C (a+ b)*. Porque (a+ b)* designa o conjunto de
todas as palavras constituidas de a e de b.
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Uma equivaléncia
(a*b)* + (b*a)* ~ (a+ b)*
Demonstracio:

passo 2.
® (a+b)" C(a"b)" + (b*a)".

Consideramos uma palavra qualquer w de (a+ b)*. Digamos w = wiwaws ... w,.

Podemos distinguir os 4 casos seguintes:
1. w=2a" logo w C (ea)* C (b*a)*
2. w=Db", logo w C (eb)* C (a*b)*
3. w contém a e b em quantidade arbitraria e termina por um b. Logo

podemos descrever w da seguinte forma:

= w € (a*h)* + (b*a)*
4. w contém a e b em quantidade arbitraria e termina por um a. w pode
se descompor de forma semelhante ao ponto anterior.
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Situacdo:

Equivaléncia de Expressdes Regulares

Acabamos de ver como provar a equivaléncia de duas
expressdes regulares.

Argumento usado: Reflexdo e Demonstragdo Matematica.

Problema:

Resposta:

SMDS

A equivaléncia de expressdes regulares € um problema
decidivel (para o qual existe um procedimento efectivo de
resolu¢do)?

Sim. a equivaléncia de expressées regulares & um problema
decidivel. Veremos um dos algoritmos possiveis no capitulo
dedicado as linguagens regulares e aos autématos finitos.
Veremos assim pelo menos uma forma mais comoda e
automatica de comprovar (ou n3o) a equivaléncia de
expressdes regulares.
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Linguagens ndo regulares

Para terminar esta aula,

Questdo: Serdo todas as linguagens, linguagens regulares?

Resposta: N3o. Ha mais linguagens do que as linguagens regulares.
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Consideracdes sobre conjuntos

Diz-se de dois conjuntos que t&m a mesma cardinalidade quando
existe uma bijeccdo entre eles. Por exemplo {1,2,3,4} e {a, b, c,d}
via, por exemplo, a bijec¢do {(1, a), (2, b),(3,¢),(4,d)}

um conjunto C é designado de numeravel quando existe uma
bijeccio entre C e um subconjunto de N, ou seja, quando tem no
maximo a cardinalidade de N.

Por exemplo, o conjunto das palavras sobre o alfabeto {a, b} é
numeravel. Porque podemos definir a bijeccdo seguinte:
{(¢,0),(a,1),(b,2),(aa,3),(ab4d), (ba,5), (bb,6),(aaa,7),...)}
As expressdes regulares sdo numeraveis. De facto as expressdes
regulares s3o palavras formadas a partir dum alfabeto finito. Logo,
como no exemplo anterior, o conjunto das expressdes regulares é
numeravel.
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O conjunto das linguagens

Seja A um conjunto, o conjunto dos subconjuntos de A (também
designado como o conjunto das partes de A) ndo & numeravel (ver a
discussdo sobre a técnica da diagonal).

O conjunto das linguagens sobre um alfabeto X é o conjunto dos
subconjuntos de ¥*. Logo ndo é numeravel.

O conjunto das linguagens regulares é numeravel, visto que cada
linguagem esta associada a pelo menos uma expresséo regular (logo
existe uma bijecgdo entre estes dois conjuntos).

Conclusdo: ha mais linguagens do que linguagens regulares.
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