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1. Aviso Prévio

e A redacgdo deste documento baseou-se fortemente na bibliografia indicada. Parece-
nos entao 6bvio que a leitura e a aprendizagem directa pelas obras originais é recomen-
Aviso Prévio dada, e mesmo essencial a compreensao profunda das nogoes aqui apresentadas;

e O portugués ndo é a lingua materna do autor e o presente documento encontra-se
em fase de elaboragdo pelo que se agradece e até se incentiva qualquer sugestdo ou
COITECCAO.
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2.

2.0.0.1.

Bibliografia

Consultar [1, 2, 3, 4, 6, 5]

Contexto O conjunto das nogoes que introduzimos neste texto baseam-se essencialmente
na modelizagdo “formal” e finita dos objectos que se pretende estudar, quer esses sejam
matematicos, informaticos ou mesmo reais. Um contributo importante, explorado inicial-
mente pelo 16gico E. Post nos anos 40, para essa modelizagao sdo as defini¢oes indutivas
a partir das quais podemos definir uma classe importante dos objectos que pretendemos
aqui estudar. Este estado de facto justifica uma descrigao dos mecanismos envolvidos
nas defini¢ées indutivas assim como das propriedades essenciais que se extraem de tais
definicoes.
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3. Inducgao Estrutural

A informética, assim como parte da matemadtica, é baseada na representagao do mundo real
por entidades formais nas quais se exerce o raciocinio ou a programagao. Este processo de
modelizacao formal de entidades reais, intuitivas, ou nao completamente conhecidas revelou-
se, ao longo da histéria da matemédtica fonte de verdadeiras revolugbes na matemaética.
O processo de capturar o mundo & nossa volta pela formalizacao, levou a construcao de
sistemas axiomaticos. Um deles, o famoso "sistema axiomético da aritmética de Peano”,
propoe uma construgao dos naturais, ou seja, um método construtivo para a obtencao dos
inteiros. Os inteiros, embora estejam em ntmero infinito, sao vistos como construgoes
finitas, baseadas em regras bem estabelecidas, aos quais se pode submeter, por isso mesmo,
certos tipos de raciocinio.

De forma mais abrangente consegue-se definir objectos, conjuntos, fun¢oes a partir de
outros estabelecendo regras de construgao que se baseiam na estrutura que queremos dar
a0s objectos que pretendemos construir. Assim a nogao fundamental neste tipo de definigéo
¢é a estrutura interna que se salientou no objecto construido. Classicamente, essas definigoes
de conjuntos sao chamadas definigoes indutivas, o tipo de raciocinio que elas permitem
é referido por inducgao estrutural e as fungoes cuja definicao tira proveito da estrutura
de tais conjuntos sao referidas de fungoes estruturalmente recursivas.

Assim o primeiro contributo fundamental dessa abordagem é a possibilidade de modelar
objectos finitos. Outro contributo, ja referido, é a possibilidade de prova por métodos
simples, elegantes e eficazes.

Uma justificacao do estudo dessas definigoes é que os objectos que modelam as definigoes
indutivas sdo exactamente os que o computador é capaz de modelar. Um computador s6
trabalha com objectos finitos, e se tem de manipular objectos infinitos, s6 o faz a custa de
representacoes/aproximagoes finitas. Assim a modelacdo indutiva é constantemente usada
em estruturas de dados assim como na elaboracao de programas em linguagens funcionais
ou logicas. A prova de tais programas, actividade altamente importante na informaética de
hoje, contenta-se em seguir os esquemas recursivos herdados pelas boas propriedades deste
tipo de definicoes.

Veremos também que, por querer representar o mundo & nossa volta, precisamos de
uma linguagem. Raciocinar consiste num discurso nesta linguagem, mas permanece no
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3.1.

entanto o problema da capacidade da linguagem para representar os objectos do discurso.
Tanto a légica como as suas representagoes computacionais, como o cdlculo A (A-calculus na
sua terminologia original), tém de disponibilizar meios de defini¢do de objectos, além dos
tipos de objectos propostos "por defeito”. Em termos de programacao isso corresponderia
a disponibilizacdo de ferramentas de defini¢do de registos, vectores, (etc, ...), tdo tteis a
essa actividade. Programar s com inteiros ou caracteres limita muito esta actividade. Em
matematica dispor de meios construtivos para representar um conjunto particular simplifica
grandemente a sua utilizacao. Em logica essas ferramentas sao classicamente as definigoes
indutivas. Veremos mais tarde que os objectos definidos por indugao tem a propriedade de
ser trataveis computacionalmente, ou seja, pertencem ao tipo dos objectos computaveis.
Vamos nas seccoes seguintes esclarecer formalmente a nogao de defini¢ao indutiva, esta-
belecer as propriedades dos objectos definidos desta forma, assim como mostrar quais sao os
principios de indugao que emergem de tais defini¢coes. Para ilustrar essas nocoes tomaremos
como exemplo dois casos particulares, o conjunto dos naturais e os conjuntos de termo.

Conjuntos definidos indutivamente

Definicao 3.1 (Conjuntos definidos indutivamente) Seja E um conjunto. Uma
definicao indutiva de uma parte X de E consiste nos dois dados sequintes:

e num subconjunto nao vazio B de E, chamado base,

e num conjunto K de operacoes ¢ : E¥®) — E_ onde 8(¢) representa a cardinalidade
de ¢ *.

X € entao definido como o menor conjunto que verifica as assercoes sequintes:
(B): BC X,

(I): Para todo o ¢ € K,para todos 0s x1,...,Tye) € X, d(x1,...,T44)) € X.

LChamaremos, por vezes neste texto, aridade & cardinalidade #(¢).
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O conjunto definido € entdo

X=v

YeF

onde

F={Y CE/BCY eY verifica (I)}

Por razoes de conveniéncia, poderemos usar a notacao alternativa sequinte para as
defini¢oes indutivas:

(B): x € X (para todo o x € B),

(I): x1,...,244) € X = ¢(x1,...,%4)) €X (para todo o ¢ € K).

Consideracoes técnicas.  Vamos, numa primeira fase e para simplificar, considerar que
o conjunto K é finito e que f(¢) € N. As definigbes indutivas obtidas sem essas hipéteses
iniciais serao estudadas na secgao 3.4

Finalmente, para evitar algumas defini¢oes triviais sem interesso, vamos impor que o
conjunto K nunca seja vazio.

Conjuntos verificando (B) e (I): E de salientar que, em geral, varios conjuntos ver-
ificam (B) e (I), e que esse facto nos obriga a ter um certo cuidado com os elementos do
conjunto desejado, realgando assim a importancia dada a propriedade de menor conjunto:
Consideramos por exemplo a definicao indutiva de uma parte P de N:

(B): 0 e P,
I:neP=n+2cP

Existe uma infinidade de partes de N que verificam (B) e (I); N, N\ {1}, N\ {1,3,5,...}
s@o exemplos dessas partes. Mas a parte P definida indutivamente (isto é a menor parte de
N verificando as duas assergdes) nao é nem mais nem menos do que o conjunto dos naturais
pares.
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O menor conjunto verificando (B) e (I): O conjunto F néo é vazio porque E pertence
a F. Isto porque F verifica (B) (B C E) e (I) trivialmente.

Além disso, se partes de um conjunto verificam uma condi¢do entdo a intersec¢ao dessas
partes também a verifica. Seja ) um conjunto de partes Y de E verificando (B) e (I), e seja
Z = ﬂYey Y; por B estar incluido em todo o conjunto Y pertencendo a ), B estd incluido
em Z = (NyeyY, logo Z verifica (B); se x1,...,744) € Z, entdo para todo o Y € J,
T1,...,Tye) €Y, donde ¢(x1,...,244)) €Y, e entdo ¢(x1,...,Ty4)) € Z e Z verifica (I).
Resumindo, (\y.zY, onde F ¢é o conjunto das partes de [E definido como
referido previamente, é, entdo, a mais pequena parte de E verificando (B) e (I), isto §,
o conjunto indutivo definido por (B) e (I).

Exemplo 3.1 1. A parte X de N definida indutivamente por
(B): 0 € X,
(I): n € X = successor(n) € X.

nao € nem mais nem menos do que N.

2. Seja A = {(,)} o alfabeto constituido por dois paréntesis, o conjunto D C A* das
palavras bem formadas a partir do alfabeto A, chamado a linguagem de Dyck € definida
por:

(B): e€ D,
(I): (a) v € D= (x) € D.
(b) z,y € D= zy € D.

3. O conjunto AB das drvores bindrias etiquetados sobre o alfabeto A € a parte de (AU
{0,7(,7),”,” })* definida indutivamente por *

(B) 0 € AB (€ a drvore vazia)

(1) g,d € AB,Va € A = (a,g9,d) € AB (a drvore de raiz a e de filho esquerdo g e
de filho direito d).

2Ver seccéo 4 para uma introducdo aos conceitos de alfabeto, palavra, sequéncia de caracteres, *...
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. O conjunto E das expressoes da aritmética elementar: SejaV um conjunto numerdvel

de varidveis, o conjunto das expressoes aritméticas com paréntesis formada a partir
dos inteiros e das varidveis de V é a parte de (W UNU{" (", )" 4"/ =150 [ )*
definida indutivamente por

(B): (a) Y/neN,ne FE
(b) VveV,veE

(I): (a) e€e E—= +e€cE
(b)) ee E= —e€E
(c) e1,e0 € E = (e1 +e2) € E
(d) e1,e2 € E=(e1 —e3) € E
(e) e1,e2 € E = (e1 xe3) € E
(f) el,eo € F = (61/62) )

Este ultimo exemplo ilustra o aspecto contractivo das definigoes de gramdticas e sin-
taxes BNF. De facto a quase totalidade das defini¢coes de gramdticas podem ser vistas
como definicoes indutivas. Por exemplo podemos definir indutivamente o conjunto
dos programas que contem sé atribuicoes e ifs:

. Sejam E o conjunto das expressoes vdlidas (que pode ser definido de forma andloga

ao E do ponto anterior), C o conjunto das expressoes condicionais vdlidas (C C
E) e V um conjunto de waridveis numerdveis. A parte P de (E U C U { :=
,if,then, else,begin,end,; })* dos programas com alternativa é definido indutiva-
mente por

(B): YveVeVee E,v:=¢;€ P,

(1): (a) c€ C e p1,ps € P=>if cthen begin p1 end; else begin ps end; € P
(b) ce Cepe P=if cthen begin p end; €P
(¢c) p1,p2 € P = pipa € P

O resultado, que vamos a seguir enunciar, ilustra a qualidade construtiva de uma
definicdo indutiva: um elemento de uma parte X de E definida indutivamente é obtida
por um processo finito que usa as propriedades da definigao de X.
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Teorema 3.1 (Construgdo de elementos de um conjunto indutivo) Se X é
definido pelas condigoes (B) e (I), entao qualquer elemento de X pode ser obtido a partir
da base B aplicando um nimero finito de vezes o passo (I).

Demonstragao:
Seja

Xo = B
Xpy1 = XnU{d)((L'l,...,l'ﬁ(@)/ x1'~xﬁ(¢)€Xne¢6K}

Mostra-se numa primeira parte que Vn € N, X,, C X e deduz-se que X, = UneN X, CX.
Xo = B por isso Xg C X. Formulamos agora a hipdtese que X,, C X e verificamos que
temos entao X, 11 C X.

Seja ¢ um dos operadores de K (¢ € K). Sejam w1, ..., 244 € Xn, T1....,244) € X por
hipétese. Aplicando o passo indutivo (I) de X obtemos que ¢(z1,...,244)) € X.
Consequentemente {¢(z1,...,24q4))/ 1+ Typ) € Xne p € K} C X, logo Xpq1 C X.
Conclui-se nesta primeira parte da prova que X, C X.

X, é exactamente o conjunto dos elementos que se obtém a partir de elementos da base e
aos quais se aplica um nimero finito (> 0) de passos de (I).

Mostramos numa segunda parte que X C X, ou seja que X, verifica (B) e (I).

B =X, C X, logo (B) é verificado por X,,.

Seja ¢ € K e x1,...,T44) € Xo. cada x; (tal que 1 < i < f(¢)) pertence a um X, C X,,.
Seja n = max(ny,...,nyy)) entdo x; € X, entdo ¢(x1,...,T44)) € Xnt1 C X, Por isso
X, verifica (I). Logo X C X,,.

Concluimos entao que X = X,,.

o

Usando os conjuntos definidos na demonstragao deste teorema, define-se a nog¢ao muito
util de altura de um elemento x de X como sendo o menor n tal que z € X,,.
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3.2.

3.3.

Provas por inducgao estrutural

O resultado 3.1 que acabamos mostrar permite descriminar os elementos de X dos outros
elementos de E (ou seja E \ X). Eles sdo os que tem a estrutura indicada pela definigao.
Uma propriedade estabelecida sobre esse conjunto caracterizado de tal forma, terd nec-
essariamente uma validacao com base nessa mesma estrutura.
Assim a proposigao seguinte mostra que uma propriedade que conserva a sua validade
apds os passos da indugao, ou seja que ¢é validada pela estrutura de X, é entao valida para
todos os elementos z de X.

Teorema 3.2 (Indugao Estrutural) Seja X um conjunto indutivo (ver definigao 3.1)
e seja P(x) uma asser¢io exprimindo uma propriedade de um elemento x de X. se se
verificar:

(B’) Para cada x € B, P(x) € vdlida.
(I’) Para cada ¢ € K (P(x1),...,P(xy4))) = P(¢(21,...,T44)))

entdo P(x) € vdlida para todo o x € X.
Assim, wverificar (B’) e (I’) para uma propriedade P em X representa uma prova por
inducao estrutural de P no conjunto X.

Demonstragao:

Seja Y o conjunto dos z tais que P(z) seja vélida. Basta-nos provar que Y O X. Temos
B CY (por (B’)) eY verifica (I) a custa de (I’). Por isso Y D X.

o

Raciocinio por inducao sobre N

O principio de indugao enunciado é uma generalizacao do principio de indugao sobre N,
definido por exemplo na aritmética de Peano. De facto, Peano define os inteiros naturais
como sendo o conjunto indutivamente gerado a partir de zero e da fungao sucessor. Assim
como consequéncia do teorema 3.2 temos o principio de indugao, sobre os naturais, seguinte:
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3.4.

Teorema 3.3 (Primeiro principio de indugao sobre os naturais) Seja P(z) uma
propriedade dependendo de um x € N. se P verificar:

(Bn) P(0) € vdlida.
(In) Para todo on € N (P(n) = P(n+1))

entao P(x) € vdlida para todo o x € N.

Consideragoes técnicas

Vamos nesta secgao revisitar a nogao de conjunto indutivo no seu contexto geral (i.e. sem as
hipéteses iniciais simplificadoras) realgando as ligagoes entre conjuntos indutivos, conjuntos
fechados e pontos fixos de operadores. Consideraremos também aspectos notacionais.

Definicao 3.2 (Regra)
Uma regra é um par (X, x) onde X é um conjunto, chamado conjunto de premisses, e x é
a conclusao.

Existem notagoes alternativas para a definicao de conjuntos indutivos: a notagao por
conjunto de regras e a notacdo por regras de inferéncias. A primeira alternativa é de facto
a notagdo original, como a encontramos em [1], e realga a natureza formal dos conjuntos
indutivos definidos. Assim a regra (X, z) é representada por X — z. Pelo simbolo —
é realcada a nogao de produgao: dos elementos de X produz-se o elemento x. A segunda
notagao é mais adequada para conjuntos utilizados em contextos l6gicos, como acontece na
definicao de sistemas dedutivos em que a nocao de inferéncia é central. Neste enquadra-

mento é utilizada a representagao para a regra (X, z): das premissas ¢ € X deduz-
se/infere-se a conclusdo x. Por serem ambas equivalentes, utilizaremos sem discriminagao
estas duas notacoes.

Uma definicao indutiva é entao dada por um conjunto de regras. Os conjuntos B e I sao,
de facto, contemplados nesta reformulagao das defini¢oes indutivas. Seja ® um conjunto de
regras, B é o subconjunto de ® das regras (X, z) tais que X = ). O conjunto I é o conjunto
das regras restantes, ou seja [ = & — B.
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3.4.0.5.

Seja ® um conjunto de regras, utilizaremos a notagao ¢ : X — x para denotar que
X — x pertence a P.

Nenhuma condi¢ao é imposta aos conjuntos ® e X. Estes podem ser vazio ou até
mesmo infinito. Notemos simplesmente que uma definicao indutiva em que ® é vazio é
pouco interessante em si. Designaremos por regras finitas as regras (X,z) em que X é
finito.

Como caracterizar nesta formulacao as nocgoes de conjunto indutivo gerado por um
conjunto de regras, principio de inducao ou ainda de construgao de elementos indutivos?

A resposta, de facto ja referida, passa pelas noc¢oes de ponto fixo ou de conjunto fechado.

Caracterizagao em termos de conjunto fechado

Defini¢ao 3.3 (Conjuntos indutivos e conjuntos fechados)

e Se ® ¢ um conjunto de regras, entao um conjunto A € fechado por ® se cada regra de
d que tenha as suas premisses em A também tenha a conclusao em A. Formalmente
temos: A é fechado por ® seV(®: X — ). X CA—-axe€ A

e Se ® é um conjunto de regras entao o conjunto indutivamente definido por ®, notado

I(®), € definido por I1(®) = N{A | A € fechado por ®}.

O principio de indugao associado a um conjunto I(®) define-se entao da seguinte forma:
Se P é uma propriedade tal que para toda regra ® : X — x Vy € X.P(y) implica que
P(z), entao P é verificado por todos os elementos de I(®). Dito por outras palavras, para
verificar que uma determinada propriedade P ¢ verificado por um conjunto indutivo I(®)
basta verificar que o conjunto {z | z € I(®) A P(x)} é ®-fechado.

Para o caso em que ® sé conter regras finitas, podemos reformular a nogao de construgao
de elementos de um conjunto indutivo em termos de ®-prova.

Definigao 3.4 (®-prova)
A sequéncia ag, . .., a, € uma ®-prova (finita) de b se

® ap=b;
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{e} — —e
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ou por
—5— para todo on € N

——» para todo o x €V

e
+e
Contexto
€
—€
€1 €2
(e1 +e2)
€1 €2
Pdgina Pessoal
- (e1 —e2)
Pdgina de Rosto n €2
(61 * 62)
€1 €2

(e1/e2)

e os seguintes exemplos sao ®-provas de ((5+ z)/n)
Pdgina 14 de 32
5 z
(5+w) T
((5+x)/n)

Retroceder

Ecrd Todo €
5 %, n, 5+x), ((6+2)/n)

Proposicao 3.1 (®-provas e conjunto indutivo)
No caso de ® ser um conjunto de regras finitas, temos I(®) = {b | b tem uma ® — prova}
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3.4.0.6.

Teorias, Provas e Teoremas Uma pergunta que nos podemos colocar é a da relevancia
dessas definigoes alternativas as nogoes de conjunto indutivo, de elemento dum conjunto
indutivo e das suas derivagoes.

Tais nocoes sao, de facto, centrais na matemdtica. As teorias que a fundamentam sao
definidas como conjuntos de regras. Identificamos assim uma teoria 1" com a sua formulagao

em termos de conjunto de regras. Por exemplo regras da seguinte forma ((}, z) (ou —)

sao os axiomas da teoria considerada. Regras como (X, z) (ou ——) representam, neste
contexto, regras de deducdo da teoria: se as condigoes X sdo reunidas (ou, dito de outra
forma, se sdo verificadas as propriedades X) entdo z é verificado. Digamos neste caso que
x é um teorema. A demonstracdo do teorema x na teoria ¢ é entdo exactamente o que
definimos como ¢-prova. Utilizamos entao a notacao ¢ F x para designar que x é um
teorema da teoria ¢, ou dito de formas alternativas, que existe uma ¢-prova de x, que x é
elemento do conjunto indutivo gerado por ¢.

Esta proximidade de conceitos é de tal forma estabelecida que se utiliza sem distin¢ao
este vocabuldrio e notagoes. Assim quando falamos de teorias falamos de conjuntos indu-
tivos, de demonstragoes falamos de ¢-provas, de teoremas falamos de elementos de conjuntos
indutivos.

Caracterizacao em termos de ponto fixo A um conjunto de regras ® podemos asso-
ciar o operador monétono (de facto continuo) F sobre as partes dum universo U servindo
de base a definicao de conjuntos indutivos.

F(X)2{zeU|3Y C X.(Y,z) € B}

De forma semelhante podemos associar a qualquer operador monétono F' um conjunto
de regras ®

L {(X,r) | X CUANx € F(X)}

Estas duas operagoes estao em bijecao e reparamos que se ¢ e F' se assemelham entao
temos ao facto seguinte: Qualquer conjunto A é fechado por @ se e sé se F(A) C A.

Dito por outras palavras, o conjunto indutivo definido pelo conjunto de regras ® é o
menor ponto fixo do operador F' associado.
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0
E 3.4.0.8. indugao estrutural e inducao bem fundada Uma consequéncia interessante das re-
gras infinitas é a possibilidade de poder unificar indugao bem fundade e indugao estrutural.

E_. Podemos expressar a inducao bem fundada em termos de indugao estruturada e vice-versa.
De facto se consideramos uma relagdo bem fundada > sobre um conunto A podemos
Aviso Prévio entao construir o conjunto de regras ®. seguinte:
Bibliografia

o 2{{recA|r<a}a)}

Inducgo Estrutural Nestas condicdes, o principio de inducao bem fundada induzida por < confunde-se com

S o principio de inducao estrutural de ®., como o estabelece a seguinte proposigao.
Fungées definidas por. . .
Aplicacées Proposigao 3.2

Pd3gina Pessoal | > = I((I)<)
Por outro lado, dado um conjunto de regras ®, podemos definir uma relagao < seguinte:
Pdgina de Rosto |
para toda a regra ® : (X, a) e para todo o element x € X,z < a
ﬁLl Temos entao o resultado seguinte:
< | > | Proposigao 3.3 A relagao < € bem fundada.

Nessas condigoes a indugao estruturada assemelha-se como um caso particular de in-
Pagina 16 de 32 | dugdo bem fundada. Veremos em particular, na secgdo seguinte, que um bom candidato
Retroceder |

para a relagao < no contexto dos termos é a relacao de subtermo.
Ecrad Todo |

Fechar |
Sair |
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4. Termos

Até agora construimos conjuntos a partir de conjuntos. Definir o conjunto dos naturais
indutivamente a partir dos naturais pode parecer artificial . Mas ganhamos as boas pro-
priedades que acabamos de enunciar nas sec¢oes anteriores.

Existe no entanto uma classe de defini¢oes indutivas que nos permite em parte resolver
esta problemética. Esta classe é baseada sobre um conjunto “abstracto” o conjunto dos
termos .

Dado um alfabeto A, um conjunto de termos é um subconjunto do mondide livre A*.
Desta forma, um termo é uma palavra construida a partir de um alfabeto A. O conjunto A*
das palavras é, relembremos, o conjunto de todas sequéncia de letras do alfabeto, a palavra
“vazia” incluida. Assim, para todo o termo t, t € A*. Mas cuidado, a reciproque nao é
verdade, uma palavra t pertencendo a A* nio é necessariamente um termo °.

Definir uma parte indutiva de A* é definir um conjunto de termos que possuem uma
estrutura comum, que se submetem a uma dada gramdtica: isto é, que pertencem a uma
dada linguagem.

Ora, bem sabemos que uma linguagem nao passa de algo abstracto, de um conjunto de
sons ou de letras, que permite representar entidade reais. Também sabemos que a linguagem
funciona porque a cada palavra se associou um ou varios significados, se associou uma ou
varias entidades reais. Assim a palavra “cao” estd associada ao animal peludo de quatro
patas que ladra e que gosta de roer ossos © 7. Assim procederemos com o conjunto dos

3Por exemplo na tentativa de recriar a nocio de conjunto...

4Ver discussdo em [1] sobre as defini¢des indutivas e os fundamentos da matemética.

5No alfabeto usual, a sequéncia “aaaaa” é palavra mas nio tem significado em portugués (nio é um
termo da lingua portuguesa, ndo pertence ao conjunto dos termos portugueses).

SUma nota exética deste estado de facto pode ser uma das obras do pintor e artista Magritte que
representou num dos seus quadros um cachimbo. Lé-se neste mesmo quadro em legenda Ceci n’est pas une
pipe - isto ndo é um cachimbo. Efectivamente, trata-se de uma representagdo (desenho) de um cachimbo
que associamos imediatamente ao objecto cachimbo. De forma geral, esta identificagdo abusiva nao tem
importancia, mas ha de perceber que existe uma distingao, esta sim, importante em légica.

7QOutra nota deriva do facto de uma linguagem poder ser vista como um conjunto de associacdo palavras-
significados. Duas linguagens podem ter vdrias palavras em comum mas os significados dessas mesmas
palavras ndo sao necessariamente os mesmos. Experimente por exemplo dizer a um espanhol que gosta
muito de Braga. Ha de, entao, ter um cuidado por nao cair nestes erros no estudo das defini¢ées indutivas.
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4.1.

termos.

Um elemento tipo deste conjunto pode ser interpretado como o representante de uma
entidade "concreta”, da mesma forma que a palavra “zero” representa (é interpretado como)
o inteiro 0.

A actividade de modelacao informaética tira proveito desta abordagem. De facto a activi-
dade da programagao consiste na elaboracao de um discurso numa determinada linguagem.
Assim representa-se a custa dos termos muitas estruturas informaticas com as quais o pro-
gramador trabalha.

Definicoes
Seja F' = {fo, f1,- -+ fn, ...} um conjunto de simbolos de operagoes. A cada simbolo f estd
associado uma cardinalidade £(f) € N que representa o nimero de argumentos de f.

Seja U o conjunto de todas as sequéncias de simbolos pertencendo a FU{”(”,”)”,”,”}.

U = (F U {77(77’77)77,77,77})*
Seja F; o conjunto dos simbolos de cardinalidade 1.

Definigao 4.1 (Conjunto dos termos de F') O conjunto T dos termos construidos so-
bre F' € definido indutivamente por

(B) B = Fy;

(I) Para todo o f € F, de cardinalidade n, para t1---t, € T = ¢s(t1,...,tn) =
f(t1,...,t,) €T 8

Convém, no seguimento desta definicao, estabelecer ou relembrar algum vocabulério 1til
a compreensao dos resultados que seguirao. Designa-se por comprimento de um termo

8 A notagdo utilizada para a  representagio dos termos, a representagdo prefixa f(z,y), ndo é tnica
mas é a mais geral. No entanto, em alguns casos, outros tipos de notagoes poderao ser utilizadas, como
por exemplo  a notagdo infixa (z f y) nos formalismos 16gicos ou  aritméticos em que f é uma operagao
bindria.
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4.2.

t o niumero de caracteres da palavra, assim como se designa por concatenagao de duas
palavras de U, u e v, a operagao que consiste em obter uma nova palavra w pela jungao de
v a u. A nova palavra w é usualmente notada uv. Uma palavra u é designada segmento
inicial de w se existir uma palavra v tal que w = uv. u é designada de segmento inicial
proéprio se u nao for nem a palavra vazia nem w.

Exemplo 4.1 Seja Fy = {a} e F} = {s}, F = FyU Fy.
e a, s(a), s(s(a)), s(a(s)), s(as), s(s sao palavras de U*
e a, s(a), s(s(a)) sdo palavras de U* que sao termos, isto €, que pertencem a T.
o s(s € um segmento inicial (prdprio) de s(s(a)).
Representacao em arvore Um termo f(ty,...,t,) pode ser representado de forma cé-

moda por uma arvore em que a raiz é f e em que os n filhos, da raiz, sao as arvores
representando os termos tq, - - -, ty,.

f

tl tn

Figure 1: Arvore representando o termo f(tq,...,t,)

E de realcar aqui que a nocao de altura de um termo t coincide aqui com a nogao da
altura da drvore representando t.
Interpretacao dos termos

Passamos agora a descrever os mecanismos de associagao de um termo a um objecto “con-
creto” que o termo passara a representar.
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Seja V um conjunto. A cada elemento f de Fj associa-se um elemento h(f) de V. A
cada elemento f de Fj, com ¢ > 0, associa-se uma aplicacdo h¢ : V' — V.

Proposicao 4.1 (Interpretacao de termos) FEriste uma e uma sé fungio h* de T para
V tal que:

(Br) Set € Fy entao h*(t) = h(t);
(I,) Set= f(t1,...,tn) entdao h*(t) = hy(h*(t1),...,h*(tn))
Se t € um termo, o elemento h*(t) € V serd chamado a interpretagao de ¢ por h*.

Demonstragao:

Prova por indugao estrutural, sobre a construgao do termo ¢, da propriedade
P(t): Vexiste um unico y = h*(t) verificando (Bp,) e (Ir)”.

o

Acabamos aqui de definir formalmente a nocao de interpretagao de termos, ou seja de definir
a capacidade da linguagem (de termos) de representar algo; Por exemplo que o termo zero
pode representar o inteiro 0.

Exemplo 4.2 Seja Fy = {a} e Fi = {s}, F = Fy U F,. Temos entao T =
{a, s(a), s(s(a)),...}. Suponhamos que V = N.

1. se hi(a) =0 e h15(n) =n+ 1, entdo

hi(s"(a)) = hi(s(s...(a)...))=n

2. se ha(a) =1 e has(n) = 2n, entdo

h3(s™(a)) = h5(s(s...(a)...))=2"
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3. se hg(a) =1 e hgs(n) =n+ 2, entdo
h5(s™(a)) = hi(s(s...(a)...)) =2n+1
~——

n vezes

De facto verifica-se por exemplo para o primeiro exemplo que hi(a) = hyi(a) =0
e que hi(s"1(a)) = i (s(s"(a))) = hi(s"(a)) +1 = n+ 1.

Seja £ um conjunto qualquer, e seja X a parte de E definida indutivamente pelas
condigoes (B) e (I). O teorema 3.1 afirma que cada elemento de X ¢ obtido a partir da
base aplicando um ntumero finito de passos indutivos. Vamos agora realcar este resultado
descrevendo por um termo a forma como um elemento x deste conjunto é obtido.

A cada elemento b da base B, associa-se um simbolo notado b de cardinalidade 0. A
cada funcdo ¢ de K associa-se o simbolo ¢ de aridade #(¢). Seja T o conjunto de todos os
termos construidos com esses simbolos.

Considera-se a interpretacdo h* : T — FE definida por

o h(b)=b

L] hdg(l‘h cen ,Jiu(¢)) = (]5(331, ce ,JJu(@)
A proposicao seguinte confirma o estatuto indutivo de X, ou seja, que X coincide com
o conjunto das interpretacoes dos termos de T'.

Proposicao 4.2 (Termos e construcao indutiva)

X = {h*(t)/t € T}

Demonstragao:

Basta provar quase trivialmente as propriedades:
P(x): "existe um termo ¢ tal que x = h*(t).
Q(t): "h*(t) € X”.

S
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4.3. Nao ambiguidade

Definicao 4.2 (Defini¢gdo nao ambigua) Uma definicao indutiva dum conjunto X é
qualificada de ndo ambigua se a aplicacio h* da proposicdo 4.2, além de ser sobrejectiva *,
€ injectiva, isto é, se para todo o x € X existe um e um s6 termo t tal que x = h*(t).

Intuitivamente a nao ambiguidade exprime o facto de existir uma e uma sé forma de
construir o elemento = de X.

Exemplo 4.3 A definicio sequinte de N? é ambigua:
(B) (0,0) € N2

(i) (n,m) e N2 = (n+1,m) € N2

(L) (n,m) € N2 = (n,m+1) € N

De facto, o par (1,1) obtem-se a partir da base usando a sequéncia de regras
(B), (I1), (I2) ou alternativamente (B), (1), (I1). Formalmente considera-se os termos for-
mados a partir:

e do simbolo b de cardinalidade 0 e cuja a interpretacdo h(b) é (0,0);
e dos simbolos undrios f e § cujas interpretacies sao definidas por

— hg(n,m) = (n+1,m)
— hg(n,m) = (n,m+1)

Temos efectivamente (1,1) = h*(f(g(b))) = h*(g(f(b))).

90 h* da proposicao 4.2 é por definicdo sobrejectiva visto que para todo o z € X, existe um t € T tal
que z = h*(t) .


http://www.di.ubi.pt/~desousa
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i —T) 5.1. Conceitos e aplicacoes

Definicao 5.1 (Fungées definidas por recursividade estrutural) Seja X C E um
congunto definido indutivamente de forma nao ambigua. Seja F' um conjunto qualquer.

Aviso Prévio
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resrEte A definicao de uma aplicagdo v de X para F consiste:
Contexto
Induggo Estrutural (By) no dado de (x)(€ F), para todos os x € B,

Termos

Fungées definidas por. . .

(Iy) na expressdo de Y(P(w1,...,Tye))) a partir dos x1,. .., 244 € dos P(x1),. .., P(Tye))
para todos os ¢ € K. Escrever-se-d

P(P(@1, ., 2y9))) = Yo(@1, - - Ty(e), Y(@1), - -, Y (Ty(9)))

Aplicagées

Pagina Pessoal |

Pdgina de Rosto |
Exemplo 5.1 Vejamos alguns exemplos de tais fun¢des recursivas sobre conjuntos indu-
< | » | tivos:

1. A fungao factorial definida de N para N define-se facilmente por
| > |
(B) Fact(0) =1

Pégina 23 de 32 | (I) Fact(n+1) = (n+1) x Fact(n).
; 1 sen=20
Retroceder | ou mais naturalmente Fact(n) = { o s =) e

[ —— | 2. A altura de uma drvore x define-se indutivamente por (usando a formulagdo "natu-

ral”):
0 sex =10

e | el e) = { 1 + max(altura(g), altura(d)) se = = (a,g,d)
Sair |

onde Yy € uma aplicacdo de E49) x Fi@) em F
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3. O percurso infixo de uma drvore (listagem dos nds de uma drvore lendo-os de esquerda

para a direita) € definida por:

381':®

inf(x) = { inf(g).a.inf(d) sez=(a,g,d)

. Seja E o conjunto indutivo das expressoes aritméticas (infizas) construidas exclusiva-

mente com as operagoes + e X a partir do conjunto de indentificadores A. A funcdo
de transformacao de uma expressao em motagao infixa (a + b por exemplo) para a
notacao postfiza (ab+) define-se por:

a sex=a,a €A
post(z) = < post(e)post(f)+ sex = (e+ f)
post(e)post(f)x se x = (e x f)

. A condicao de nao ambiguidade do conjunto indutivo na definicao de uma funcao

justifica-se pela razao sequinte: se a definicao for ambigua ariscamo-nos a nao poder
definir funcées mas sim relacées. Por exemplo retomando a definicio ambigua de N2,
a definicao

(B) 4(0,0) =1

(L) $(n+1,m) = ¢(n,m)?

(1) Y(n,m+1) =3 x ¢(n,m)

ndo define uma fungdo porque ¥(1,1) ndo tem um valor mas dois (9 e 3).

De forma geral a definicao 5.1 define a relagao R entre X e F por

TRy se e s6 se At termo tal que v = h*(t) e y = ¢'(t)

onde v € definida como uma funcdo do conjunto dos termos cuja a interpretacdo é
X em F por:

- ' (b) = ¥(b)
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v} _
E@ - P (D(ta, - - tyeg))) = oW (t1), - - s A (tyeg))s (1), - - ' (Ey(o)

E_. Se h* € injectiva esta relagao € funcional (isto é, é uma fungdo). Mas néao € o Unico
caso. De facto R € funcional se e sé se Vt,t' € T, h*(t) = h*(t') — ¢'(t) = ' (t')
Aviso Prévio
Bibliografia 5.2. Consideracgoes técnicas

Contexto E pertinente realgar a importancia da propriedade de nao ambiguidade a luz do capitulo

Indugdo Estrutural = 9 = . ~ .
= - “Funcgoes Recursivas, Indugao Bem Fundada e Pontos Fixos” sobre funcoes e sistemas re-

cursivos. Considerando o ¢ da definigao 5.1, f(x) = ¢ é uma definicao vélida de f se e sé
Fungées definidas por. .. se existe uma unica fungao verificando as equagoes de ¢ ou, dito de outra forma, se e sé se
Aplicagées o operador subjacente a ¢ é mondtono (ou melhor, continuo).

A ndo ambiguidade e as consideracoes técnicas desenvolvidas na sec¢do 3.4 permitem

Pégina Pessoal | fundamentar e garantir a existéncia de tais fungoes.
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6.

6.1.

6.1.1.

Aplicacoes

Linguagens Loégicas

As linguagens ldgicas, que servem de base a légicas como a légica proposicional ou ainda a
l6gica de predicados, constroem as suas frases a volta de varias componentes. As principais
construgoes sintacticas sao chamadas conectores. Os conectores agrupam simbolos 16gicos
(proposicoes ou predicados), simbolos funcionais (funcgoes ou constantes) e varidveis.

Vamos assim considerar nas definigdes seguintes um conjunto V numerével (eventual-
mente infinito) de varidveis (que designaremos de forma preferencial pelas letras z, y e z)
e os conjuntos numeraveis de simbolos seguintes:

e o conjunto P de simbolos de predicado. destacaremos um subconjunto particular de
simbolos de predicado, o conjunto P° dos simbolos de cardinalidade 0 designados por
stmbolos proposicionais;

e 0 conjunto F de simbolos de fungao

Linguagem Proposicional

Seja Cprop = {L, T,A,V, =, —, <} o conjunto de conectores. As cardinalidades dos conec-
tores sao as seguintes: f(L) =4(T) =0, 8(-) =1 e f(V) = §(A) = (=) = (<) = 2.

Definigao 6.1 A linguagem proposicional Prop é a linguagem de termos definida induti-
vamente a partir do alfabeto P° U Cprop U {'("))'} por:

e todos os simbolos proposicionais pertencem a Prop;
e | e T pertecem a Prop;

e se 1, Fy, € Prop entio —=Fy € Prop, (Fi1 N F») € Prop, (F1 V Fy) € Prop, (F; —
F») € Prop e (Fy < Fy) € Prop.

ToDo
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6.1.2. Linguagem de Predicados

A linguagem de predicados extende a linguagem proposicional ao introduzir conectores
chamados quantificadores. Mais do que factos, estes 1ltimos alargam o universo do discurso
permitindo expressar relagoes entre conjuntos de objectos.

A capacidade de quantificar define o grau de expressividade da linguagem em questao.
A linguagem que permite quantificar sobre os objectos do discurso é qualificada de primeira
ordem. A linguagem que também permite quantificar sobre simbolos que manipulam esses
objecto é designada por linguagem de segunda ordem. Uma linguagem de terceira ordem
é uma linguagem que permite a quantificacdo sobre simbolos manipulam simbolos que
manipulam objectos, etc ... Designamos por linguagem de predicados de ordem superior a
linguagem que permite a quantificagao sobre qualquer simbolo da linguagem.

Abordaremos nos préximos capitulos algumas linguagens de ordem superior, vamos aqui
concentrar-nos nas linguagens de primeira ordem.

Assim, para poder definir esta linguagem de predicados é preciso, previamente, definir
uma linguagem de termos definindo os objectos sobre os quais a linguagem de predicados
permitira discursar.

Definicao 6.2 (Linguagem de termos) O conjunto dos termos T € o conjunto indutivo
definido a partir do alfabeto F UV U{'(",)'} por:

e todos os simbolos de constante (simbolos de funcgdo de cardinalidade 0) de F pertencem
aT;

e todos as varidveis de V pertencem a 7T ;

e se f € um simbolo funcional de cardinalidade n > 1 e ty...t, termos de T entao
f(t1,...,tn) eT

Definigao 6.3 (Férmulas Atémicas) O conjunto das férmulas atémicas é o conjunto
das férmulas da forma R(t1,...,t,) onde REP et(R)=n ety,...,t, termos.

Seja Cpred = Cprop U{¥,3} o conjunto de conectores para a linguagem de predicados.
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Definigao 6.4 A linguagem de predicados de primeira ordem Pred € a linguagem definida
indutivamente a partir do alfabeto P UF UV U Cprea U {'(")/ )"} por:

e todas as formulas atomicas pertencem a Pred;
e | e T pertecem a Prop;

o se F1,F, € Pred entao -Fy € Pred, (F1 A Fy) € Pred, (Fy V F») € Pred, (F; —
F») € Pred e (Fy < Fy) € Pred

e se x € uma varidvel e F' € Pred entao YoF e JuF pertencem a Pred.
Dois tipos de varidveis ocorrem numa férmula F', a variaveis livres e as variaveis ligadas:

Definicao 6.5 (Variaveis livres, ligadas e férmulas fechadas) o Uma varidvel x
€ livre numa formula F se nenhuma ocorréncia da varidvel se encontra num sub-termo
de F' comecando por Yx ou Jx;

® no caso contrdrio diz-se que a varidvel estd ligada;

o uma formula € fechada se nao tiver nenhuma varidvel livre.

Uma operacao essencial a linguagens de ordem maior ou igual a 1, que estudaremos
mais em detalhe no enquadramento do célculo A, é a operagao de substituigao.

Definicao 6.6 (Substituicao) A substituicdo numa férmula F de wma varidvel x por
um termo t, notada Flx :=t|, é a operag¢do que consiste em substituir na férmula F todas
ocorréncia livres de x o termo t.

Por exemplo a férmula obtida pela substitui¢ao ((VzP(z,z)) A (P(z,y) — R(x)))[z :=
f(2)] é a férmula ((YzP(z,z)) A (P(f(2),y) — R(f(2))))-
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6.2. Dedugao Natural

Vamos nesta secgao vamos dar um exemplo de sistema dedutivo definido por indugao. Trata-
se duma teoria possivel para a dedugao em logica de primeira ordem estabelecida pelo 16gico
G. Gentzen. Todas as consideragoes que tivemos a propdsito nas notagoes alternativas das
defini¢oes indutivas tomam aqui um particular valor. A dedugao natural trata directamente
de estabelecer o que sao teoremas em légica de primeira ordem .

A dedugao natural é um formalismo dedicado a construcao de provas de férmulas logicas.

Definigao 6.7 (Juizo) Um juizo é um par (T, F) em que T' é um conjunto de férmulas e
F uma formula. Utilizaremos a notacao I' = F.

Podemos interpretar um juizo I' F F' como uma afirmacao: Admitindo as férmulas de
I’ deduz-se (F) F. Utilizar a deducao natural é validar ou desconfirmar tal afirmagao.

Definigao 6.8 A deducao natural para a légica de primeira ordem € o conjunto de regras
apresentadas na figura 2.

Voltamos assim a nocgao de teorema e de demonstracao que destacamos em secgoes
anteriores (ver seccao 3.4.0.6)

Definicao 6.9 (Teorema e demonstracao) I' F F' ¢ designado por teorema se pode ser
produzida aplicando um nidmero finito de vezes as regras da dedug¢do natural. A drvore de
dedug¢io produzida (da qual T' & F é a raiz) é designada por demonstracao de F sob as
hipdteses de T.

Por exemplo o juizo - (A — B) — (B — C) — (A — C)) é um teorema e tem a
demonstracao em dedugao natural apresentada na figura 3.


http://www.di.ubi.pt/~desousa

==
Aviso Prévio
Bibliografia
Contexto

Indugdo Estrutural

Termos

Fungées definidas por. . .

Aplicagées

Pagina Pessoal
P4gina de Rosto

Pdgina 30 de 32
Retroceder
Ecrd Todo

Fechar
Sair

am’oma&
A
- I'AF B
intro—, I'rAS B
intro '-A T'FB
" THAAB
elimpy— L ANB
I'EB
introys——Lt B
I'AVB
- Ak L
intro— TE oA
Dupla Negagéo%

'rA THA<B

elimo1

I'EB

L'k Flz:=t] ttermo

introg

't 3daF

I'EF  x nao livre em I’

introy

I' =V F

elim, —L L
I'-A

elim '-rA THA—B

= I'-B
elimp, —LEANB

A
introy, — LA
I'-AVB

. 'rAvB T,ArC T,BFC
ey TFC
elim 'A T F-A

- 'L
- I'A+-B TI,BFA
IMNITr0«— F'*A(—)B
elimy I'-B T'FA< B

= I'-A
o I'-3zF T,F-G
cms 'EG
. I'-VzF  Vttermo
elimy

Tk Flz:=1


http://www.di.ubi.pt/~desousa

L ==—T"1
Aviso Prévio
Bibliografia
Contexto

Indugdo Estrutural

Termos

Fungées definidas por. . .

Aplicagées

Pagina Pessoal
P4gina de Rosto

Pdgina 31 de 32
Retroceder
Ecra Todo

Fechar
Sair

axioma

axioma

AEA

axioma

(A= B)F (A B)

(B—=C)kF(B—C0)

(A—B),AFB
(A— B),(B—C),AFC
(A—B),(B—C)F(A—C)
(A-B)F(B—C)— (A—0C)
F(A—B)—= (B—C)—(A—C0)

elim_,



http://www.di.ubi.pt/~desousa

L ==—T"1
Aviso Prévio
Bibliografia
Contexto
Indugdo Estrutural

Termos

Fungées definidas por. . .

Pagina Pessoal |
Pdgina de Rosto |
44 | |
4 | |
Pagina 32 de 32 |
Retroceder |
Ecrad Todo |
Fechar |
Sair |

References

[1]

Peter Aczel. An introduction to inductive definitions. In J. Barwise, editor, Handbook of
Mathematical Logic, volume 90 of Studies in Logic and the Foundations of Mathematics,
chapter C.7, pages 739-782. North-Holland, Amsterdam, 1977.

A. Arnold and I. Guessarian. Mathematics for Computer Science. Prentice-Hall, 1996.

T. Coquand and P. Dybjer. Inductive definitions and type theory: an introduction. In
Foundations of Software Technology and Theoretical Computer Science, pages 60-76,
1994. http://www.math.chalmers.se/ peterd/papers/ESSLLI94.ps.gz

P. Fejer and D. Simovici. Mathematical Foundations of Computer Science, Volume 1:
Sets, Relations and Induction,. Texts and Monographs in Computer Science. Springer
Verlag, 1991.

D. van Dalen. Logic and Structure. Springer Verlag, Berlin, Germany, 1983.

G. Winskel. The Formal Semantics of Programming Languages: An Introduction. Foun-
dations of Computing series. MIT Press, Cambridge, Massachusetts, February 1993.


http://www.di.ubi.pt/~desousa

	Aviso Prévio
	Bibliografia
	Contexto

	Indução Estrutural
	Conjuntos definidos indutivamente
	Considerações técnicas. 
	Conjuntos verificando (B) e (I):
	O menor conjunto verificando (B) e (I):


	Provas por indução estrutural
	Raciocínio por indução sobre N
	Considerações técnicas
	Caracterização em termos de conjunto fechado
	Teorias, Provas e Teoremas
	Caracterização em termos de ponto fixo
	indução estrutural e indução bem fundada



	Termos
	Definições
	Representação em árvore

	Interpretação dos termos
	Não ambiguidade

	Funções definidas por recursividade estrutural
	Conceitos e aplicações
	Considerações técnicas

	Aplicações
	Linguagens Lógicas
	Linguagem Proposicional
	Linguagem de Predicados

	Dedução Natural


