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Relembramos que, na tradigao da axiomatica de Peano, a notagao N refere-se ao conjunto dos naturais
incluindo o 0. Referiremo-nos ao conjunto dos naturais sem o 0 ({1,2,3...}) por N*.

Os tempos de resolugao presentes em cada alinea sao meramente indicativos e tem por objectivo ajudar-vos
a planear a resolugao.

1 Principios da Teoria da Computagao

(10 minutos) As nogoes de indecidibilidade e de ndo computabilidade estao ligadas a nocao de conjunto
infinito. Explique esta relacao.

Solugao:
| 4

e De forma informal um problema é indecidivel quando nao se sabe dar um resposta positiva ou nega-
tiva a todas as suas instancias (instdncia = um caso particular do problema). A computabilidade é
uma extensao simples da decidabilidade onde nao se pretende encontrar um valor booleano (verdade,
falso) mas sim um valor dum conjunto qualquer. Um problema nao é computivel quando nédo existe
uma funcao total sobre o dominio considerado que calcule (i.e. via uma mdquina de Turing) o valor
pretendido.

e Fundamentalmente, tal acontece quando a procura do resultado necessita uma exploracdo completa
do conjunto dos candidatos a solu¢do (por exemplo, dos valores para os quais a resposta é positiva ou
negativa).

e Nos casos do conjunto ser infinito, se nao existirem alternativas computacionais, a procura esta sim-
plesmente condenada.

e Imagine por exemplo o caso da satisfacao em ldgica de primeira ordem (determinar se uma férmula
légica é universalmente valida ou ndo - ou seja sistematicamente verdadeira ou ndo). Determinar
esta propriedade por algoritmo implica poder explorar sistematicamente e em tempo finito os valores
possiveis para qualquer varidvel de qualquer férmula l6gica de primeira ordem e verificar se a férmula
em questao é vélida. Os conjuntos de valores sao potencialmente infinitos e nao existe heuristicas que
no caso geral permitam evitar este tipo de exploragao. O problema é por isso indecidivel.



2 Técnicas de Demonstracao e OCaml

Considere o tipo expr das expressoes aritméticas simples seguintes:

(*+ tipo expr onde:
I = constante inteira, = varidvel, A=+, S=—, M=%, D=/
*)
type expr = I of int | V of string | A of expr*expr
| S of exprxexpr | M of exprxexpr | D of exprxexpr

(+ tipo dos ambientes (associa¢do varidvel—wvalor)x)
type env = (stringxint) list

Considere igualmente a funcao eval seguinte:

let rec eval (e:expr) (ambiente: env)=
match e with
I i—i
| Vv — assoc v ambiente
| A (el,e2) — eval el ambiente + eval e2 ambiente
| S (el,e2) — eval el ambiente — eval e2 ambiente
| M (el,e2) — eval el ambiente * eval e2 ambiente
| D (el,e2) — eval el ambiente / eval e2 ambiente

onde assoc é a fungao que devolve o valor inteiro associado a pardmetro v no ambiente ambiente, se este
existir.

e (2 minutos) Qual é o principio de indugdo associada a defini¢do indutiva de expr?

Solugao:
| 4

de uma forma compacta:

Vi € NP(I i) A Vx varidvel, P(V x)A
(Ver, e € expr, P(e1) A P(e2) = P(A ey ea) AN P(S e1 ea) AN P(M ey ea) AN P(D e; e3))
= Ve € expr, P(e)

ou seja se temos P(V x) e P(I i) para qualquer varidvel x e inteiro i e se para todos e; e ey expressoes,
P(e1) P(ez) implicam P(A ey e2), P(S €1 e2), P(M ey e3) e P(D ey ez) entdo P é vélido para todo o
elemento de expr (ou seja Ve € expr, P(e))

<

e (15 minutos) Defina uma fungéo simplify : expr —expr que execute sobre toda a estrutura do seu paré-
metro as transformacgoes seguintes:
e+0=e e—0=e
para uma qualquer expressao e, ex1l=c¢e e/l=e
et+e=2%xe e—e=

Por exemplo a expressao w se simplifica em 2 % x porque, pelas regras definidas,

transforma em ((z + 0) + ), = + 0 se transforma em x e x + x se transforma em 2 x . Repare que a
ordem de aplicagao destas simplificacoes é irrelevante se todas elas sao de facto executadas.

((:c+(1))+ac) se

Solugao:



let rec simplify e =
match e with
I i—-1:i
| Vv—-Vyv
| A (el,e2) — let e’l,e’2 = simplify el, simplify e2 in
if e’1l =1 0 then e’2
else if e’2 =1 0 then e’1l

else if e’l=e’2
then if e’l =1 1 then I 2 (% uma pequena optimiza¢do ndo requerida...x*)
else (M(I 2,e’1)))
else A(e’l,e’2)

| S (el,e2) — let e’1,e’2
if ¢’2 =1 0 then e’l

simplify el, simplify e2 in

else if e’l = e’2 then I 0 else S(e’l,e’2)
| M (el,e2) — let e’l,e’2 = simplify el, simplify e2 in
if e’l= 1 1 then e’2
else if e’2 =1 1 then e’l
else if (e’1l =1 0) || (e’2 =1 0) then I 0 (*ndo ezigido....x)
else M(e’1,e’2
| D (el,e2) — let e’1,e’2 = simplify el, simplify e2 in
if €e’2= 1 1 then e’l
else if e’l = e’2 then (I 1) (*ndo exzigido....*)
else if e’2 = 1 0 then failwith ”divisdo por zero” (kndo exigido....x)

else D (e’l,e’2)

e (15 minutos) Demonstre por inducao que Ve : expr,Va : env, eval (simplify €) a = eval e a. Assuma
para esse efeito e se necessdrio que o ambiente a tem todas as propriedades desejadas. Por exemplo,
o ambiente tem todas as varidveis presentes na expressao considerada.

Solucgao:
»
Provemos esta enunciado por inducao sobre a estrutura do parametro e.

— Casos de base. Consideremos um inteiro i e uma varidvel z. E trivial verificar que por defini¢ao
de simplify, eval(simplify (V z)) = eval(V z) e eval(simplify (I i)) = eval(I 7).

— Passo indutivo. Em moldes gerais, as operagoes e simplificagoes operadas nao alteram o resultado.
E esse facto que vamos verificar. Vamos somente resolver o caso da soma, sendo os outros casos
muito semelhantes (fica em exercicio). Consideremos entao e; e es duas expressoes.

Hipétese de Indugdo: eval(simplify e1) = eval ey e eval(simplify es) = eval es.

Objectivo: provar que sob estas hipGteses temos necessariamente eval(simplify (A e es) =
eval (A e; e3).

A parte do c6digo que nos interessa aqui é:

| A (el,e2) — let e’l1,e’2 = simplify el, simplify e2 in
if e’l =1 0 then e’2
else if e’2 =1 0 then e’l
else
if e’l=e’2 then
if e’1l =1 1 then I 2
else (M(I 2,e’1))
else A(e’l,e’2)



x Temos simplify e; = e} e simplify e; = e, Assim, pelas hipéteses de indugao, sabemos que
eval e; = eval (simplify e1) = eval €] e que eval ex = eval (simplify es) = eval €.

* Por consequéncia eval(A ey es) = eval e1 + eval e = eval €] + eval ef,. Resta agora saber se
é igual a eval (simplify (A e1 e2)).

* De facto o resultado de (simplify (A e; es)) depende da forma de €} e de €.

- Se e} = I 0 entdo, por defini¢do de simplify, (simplify (A e; e3)) = €. Ora acontece
que se e = I 0 entdo eval ) = I 0 = eval ey, por consequéncia eval(A e e3) = eval eg =
eval e}, = eval (simplify (A e1 e3)). Caso resolvido.

- Caso e}, = I 0. Idéntico ao caso anterior.

- Caso e} = e},. Neste caso eval €] = eval €} e eval(A ey e3) = eval e} +eval e, = 2Xeval €.
que coincide com o resultado de eval (simplify (A ey ez2)). No caso de eval €] =1 1 esta
propriedade mantém-se. Caso resolvido.

- No caso geral (nenhum destes casos particulares ocorrem), eval (simplify (A e1 e2)) =
eval (A €} e}) = eval €] + eval e}, = eval (A e; e3). Caso resolvido.

QED.

Automatos Finitos e Linguagens regulares

1. (5 minutos) Considere o alfabeto ¥ = {a, b}, defina um autémato determinista que reconhega a lin-
guagem {wiabws | wi,ws € {a,b}*}.

Solugao:
>

ver figura

S

Figura 1: Autémato determinista reconhecendo a linguagem {wyabws | w1, ws € {a,b}*}

<

2. Considere o alfabeto ¥ = {a,b} e o autémato A; da figura

(a) (5 minutos) Minimize o autémato A;.



Figura 3: Versdo minimal do autémato A;

Solugao:

>

ver figura
<4

(b) (1 minuto) Olhando para o autémato minimal resultante, descreva de forma sucinta e informal
(i.e. em portugués) a linguagem aceite por Aj.

Solugao:

>

A linguagem é: qualquer sequéncia de a’s e de b’s terminada por uma sequéncia de pelo menos
uma unidade de b’s. Ou seja (a + b)*b*

<

3. (15 minutos) Considere o autémato A, da figura [4]

Figura 4: Autémato As



Utilize o algoritmo de Mac Naughton-Yamada para inferir que expressio/linguagem regular aceita este
autémato. Pretende-se aqui que apresente somente o resultado final (a expressido regular calculada) e
o valor de R(1,3,2).

Solugao:
>
E preciso calcular R(1,2,4) U R(1,3,4)

Relembremos as seguintes propriedades LU@ =L, L.0 =0, §* =0

R(1,2,4) = R(1,2,3) UR(1,3,3).R(3,3,3)*.R(3,2,3) = ((b+ (e +a)(e+a)*b) + (b+ (e+a)(e+a)*b)(e+ ale+a)*b)* (e + ale+
az*l:)_) J)r*(b()b*? (i+(a)_(: +)gg)*)b)(e +a(e+a)"b)"b)(e+ (b+a(e+a) b)(e+ale+a) b)*b)" ((b+ale+a)*d)+ (b+ ale+a)*b)(e+

R(1,2,3) = R(1,2,2)UR(1,2,2).R(2,2,2)".R(2,2,2) = (b+(e+a)(e+a)"b)+ (b+(e+a)(e+a)"b)(e+a(e+a)*b)* (e+a(e+a)"b)
R(1,3,3) = R(1,3,2) UR(1,2,2).R(2,2,2)* .R(2,3,2) = (b + (¢ + a)(e + a)*b) (e + a(e + a)*b)*b
R(3,3,3) = R(3,3,2) UR(3,2,2).R(2,2,2)*.R(2,3,2) = e+ (b + a(e + a)*b)(e + ale + a)*b)*b

R(3,2,3) = R(3,2,2) UR(3,2,2).R(2,2,2)".R(2,2,2) = (b+ a(e + a)*b) + (b + a(e + a)"b)(e + a(e + a)*b)" (e + a(e + a)™b)

R(1,2,2) = R(1,2,1) U R(1,1,1).R(1,1,1)*.R(1,2,1) = b+ (e + a)(e + a)*b
R(2,2,2) = R(2,2,1) UR(2,1,1).R(1,1,1)*.R(1,2,1) = e + a(e + a)*b
R(1,3,2) = R(1,3,1) UR(1,1,1).R(1,1,1)*.R(1,3,1) = 0

R(2,3,2) = R(2,3,1) U R(2,1,1).R(1,1,1)*.R(1,3,1) = b

R(3,3,2) = R(3,3,1) UR(3,1,1).R(1,1,1)*.R(1,3,1) = ¢

R(3,2,2) = R(3,2,1) UR(3,1,1).R(1,1,1)*.R(1,2,1) = b+ a(e + a)*b
R(1,2.1) = {b}

R(1,1,1) ={e,;a} = €e+a

R(2,2,1) = {€}

R(2,11) = {a}

R(1,3,1) =0

R(2.3.1) = {b}

R(3,3,1) = {e}

R(GI11) = {a}

R(3,2.1) = {b)

R(1,3,4) = R(1,3,3) UR(1,3,3).R(3,3,3)".R(3,3,3) = ((b+ (e + a)(e + a)*b)(e + a(e + a)*"b)"b) + ((b+ (e + a)(e + a)"b) (e +
ale+a)*b)*b)(e+ (b+ale+a)*b)(e+ ale+ a)*b)*b)*(e+ (b+ a(e + a)*b)(e + a(e + a)*b)*b)

<

. (10 minutos) Demonstre que a linguagem {a®" | n € N} ndo é regular.

Solugao:

| 4

As palavras da linguagem em questao sao sequéncias de a’s, de comprimento igual a 3™ para um n
qualquer. Informalmente, é preciso mostrar que nao hé, para palavras suficientemente grandes, padrao
que se possa repetir sem quebrar esta restrigao sobre o comprimento da sequéncia.

Vamos proceder como é habitual: Demonstragao por contradigao usando o lema de bombeamento sobre
as linguagens regulares.
A hipétese da demonstracio por contradicdo é L = {a®" | n € N} é uma linguagem regular. Seja N o
limite de tamanho de palavra referido no lema de bombeamento (como é usual, o numero de estados
do autémato minimo que reconhece L).
Neste caso, consideremos uma palavra w suficientemente grande (Jjw| = m > N). Consideremos
z,y € {a}* eu € {a}T tais que w = aa...a = zuy com |ru| < N.

y € {a} {a} q , = zuy com |ru| <

m=3%



Verifiquemos que nenhuma escolha adequada de x, w, y permite satisfazer a conclusao do lema de
bombeamento.

w Yy

x u
Temos a situagdo seguinte: @¢...4a =a...4a...aa...acom |x| =7, |[u=k>0ely|=1,j+k < N.
o e N N~
31 J k l

Ou seja, dado i € N tal que |w| = 3%, temos 3" = j + k +[. A questdo é saber se existe uma escolha
adequada de (4, k,1) tal que Vo e N,Ip e N j+ox k+1 = 3P.

Vamos considerar o caso de o > 0, em particular o caso o = 2. Se |w| = 3°, a préxima palavra de L é
w' = www e [w'| =31, Ou seja, visto que w = zuy (u # € e |u| < |w|), ndo h4 hipétese nenhuma de
consegui produzir uma palavra de L quer seja w’ quer seja as palavras seguintes de L sé repetindo o
padrao u duas vezes (no melhor dos casos obtemos ww). Contradigao.

L nao é regular. QED.

Gramaticas

1. (10 minutos) Defina uma gramética livre de contexto que gere a linguagem seguinte {a"™b™ | n,m €
N,n # m}.

Solugao:
>
Uma forma possivel de resolucao passa pela seguinte constatagao:

{a"b™ | n,meN,n#m}={a"b" | n,meN,n<m}U{a"b™ | n,m e N,n>m}

Para a primeira componente podemos propor a seguinte gramatica:

Sl — aSlb | bSl | b

Para segunda componente, temos:

SQ HQSQb ‘ CLSQ | a

Ou seja no final temos:
S — Sl | SQ
Sl — aSlb | bSl | b
Sy —aSsb|aSs | a

2. Considere a gramatica cujas as produgoes sao as seguintes:

AB
a
AS
CD
b

A A

CQTme>0



e a palavra w = aabcbe.

(a) (10 minutos) Utilize o algoritmo CYK para verificar que a palavra w é reconhecida pela gramatica.

Solugao:
>

Ni1 = {4}
Ny o = {A}
N33 ={C}
Nya ={D}
N5 5 ={C}
Neo ={D}
Nip=10
N2,3 =0
N34 ={B}
N475 =0
Ns6 ={B}
Nis=10
Ny ={S}
N375 - @
N476 - @
Ny 4 ={A}
Nos =10
N3 =10
N1,5 =0
Nog=10

=
(=2}

|
—
n
—

Conclusao: S pertence a N g. Logo aabcbce é reconhecido pela gramatica.

Uma versao matricial da resolugao encontra-se na figura [p]

<

(b) (2 minutos) Dé a drvore de derivacao de w.

Solugao:
>

ver figura [0]

<

5 Autématos de pilha

(10 minutos) Defina um autémato com pilha que reconheca a linguagem {a™.b>"+™.c™ | n,m € N}. Sugestio:
define um autémato que utilize Z como simbolo inicial de pilha.



CYK-Algorithm

wiord :

run

valid word.

Matrix

Figura 5: CYK
Solugao:
>
ver figura

<
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Figura 7: Autémato reconhecedor para {a™.b3"*™.c™ | n,m € N}
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