Teoria da Computacao
Primeiro mini-teste

Universidade da Beira Interior

Quinta Feira 27 de Novembro de 2008 - Duracao: 1 hora

A consulta dos apontamentos manuscritos e dos apontamentos da disciplina
(e s6 esses) é tolerada.
E proibido o uso de calculadora e de telemével.
Qualquer fraude implica reprovacao na disciplina.
Sé serao corrigidas as provas legiveis.

Relembramos que, na tradicao da axiomatica de Peano, a notacao N utilizada neste documento refere-se ao
conjunto dos naturais incluindo o 0. Referiremo-nos ao conjunto dos naturais sem o 0 (i.e. {1,2,3...}) por
N*,

Exercicio 1 (Fundamentos da Computacao) Por defini¢cao, um algoritmo é um procedimento de reso-
lugao de problemas que devolve uma resposta sempre correcta a qualquer instancia do problema pretendido
em tempo finito. Confronte esta definicao com a nogao de problema semi-decidivel. Apos explicar as compa-
tibilidades ou as incompatibilidades entre estas duas nogoes, diga (e explique) em particular se existe forma
de resolver com um algoritmo um problema semi-decidivel.

Resposta: Basta aqui referir que um problema semi-decidivel nao é soluvel por nenhum algoritmo. Um
algoritmo dé em tempo finito a solugao a qualquer instancia do problema, quer seja ela negativa ou positiva.
Alids, aqui reside a chave da questdo. Uma resolugdo de natureza mecanica de um problema semi-decidivel
implica s6 ser capaz de discriminar as instancias positivas em tempo finito. No caso de uma aparenta
execucao sem fim nao se pode concluir nada: ou a resposta positiva nao foi ainda obtida ou a resposta é
negativa e neste caso o processo nao terminara.

Existe no entanto situacées em que pretendemos que o processo nao tenha fim e produza em determinadas
situagoes ou estimulos algum output. Por exemplo os sistemas operativos, os sistemas de controlo de dis-
positivos, sistemas reactivos, programas baseados em processos ciclicos (como por exemplo while (true)
{Tasks}) etc... que esperemos se executam por tempo indeterminado.

De facto, em teoria, estes processos escapam a definicao de processo efectivo, mas resolvem problemas
concretos e de grande interesse de forma satisfatéria. Existe assim impacto praticos para além da nocgao
tedrica de algoritmo. Mas é preciso perceber que este facto em si se limita a classe dos problemas semi-
decidiveis.

Exercicio 2 (Técnicas de Demonstragao)



1. Defina em Ocaml o tipo indutivo 'a tertree das drvores terndrias polimdrficas potencialmente vazias.

Resposta:

type ’a tertree = Vazia | Nodo of ’a *x ’a tertree % ’a tertree x ’'a tertree

2. Qual € o principio de indugdo que estd associado a este tipo?

Resposta: Para uma propriedade P sobre drvores terndrias (sobre 'a tertree):
e se P(Vazia)

e ¢ se para todo o e de 'a e todos os a, b, ¢ drvores terndrias (€ 'a tertree), P(a) A P(b) A P(c) =
P(Nodo(e,a,b,c))

entdo Var €' a tertree P(ar)
3. Defina por recursao estrutural (em OCaml) as trés fungdes sequintes:

(a) A fungao altura que devolve a altura da drvore em argumento. Considere para esse efeito que
a altura da drvore vazia € 0.

(b) A fungdo nodos que devolve o nimero de nodos da drvore. Considere para esse efeito que o
numero de nodos da drvore vazia € 0.

(c) A fungdo booleana completa que devolve verdade se a drvore em pardmetro é completa. Diz-se
duma drvore que € completa se qualquer que seja o nodo da drvore considerada, a altura das
arvores filhos deste nodo ¢é igual. Um exemplo de drvore completa € dada na ﬁgum (onde as
folhas sao drvores vazias).

Resposta:

let max x y z =
if x >y then
if x > z then x else z
else if y > z then y else z

let rec altura ar =
match ar with
Vazia — 0
| Nodo (e,a,b,c) — 1 + max (altura a) (altura b) (altura c)

let rec nodos ar =
match ar with
Vazia — 0
| Nodo (e,a,b,c) — 1 4+ nodos a + nodos b + nodos ¢

let rec completo ar =
match ar with
Vazia — true
| Nodo (e,a,b,c) —
let alta, altb, altc = altura a, altura b, altura c in
(alta = alth) & (altb = altc) &
(completo a) & (completo b) & (completo c¢)

let exemplol = Nodo (1, Nodo (1, Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) ,



Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) ,
Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) ) |,
Nodo (1, Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) |
Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) |,
Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) ) |,
Nodo (1, Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) ,
Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) |,
Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia )) )

let exemplo2 = Nodo (1, Nodo (1, Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) |,

Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) ,
Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) ) |,
Vazia ,
Nodo (1, Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) |
Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia ) |
Nodo (1, Vazia , Vazia , Vazia )) )

nodos exemplol ;;
altura exemplol ;;
completo exemplol ;;
completo exemplo?2 ;;

. Demonstre por induc¢ao estrutural que

(altura z)—1

Vz € (a tertree), ((completo x) = true Az # Vazio) = (nodos =) = Z 3!
=0

Resposta: Vamos proceder por indugao sobre as arvores terndrias.

e Caso de Base. Teremos nés ((completo Vazio) = true A Vazio # Vazio) = (nodos Vazio) =
(altura Vazio)—1 3i 9

2iz0 :

Vazio # Vazio é falso. Logo a conjuncao é falsa e assim a implicagao é verdade (recorda-se que

AN Falso = Falso e Falso = A = Verdade).

Caso indutivo. Vamos considerar assim trés arvores ternarias a,b e c. Consideramos também
um elemento e de ‘a. Assumindo que a propriedade por demonstrar é verdade para a, b e c,
serd ela verdade para Nodo(e, a,b,c)? Vejamos.

Por defini¢ao, Nodo(e, a, b, ¢) ndo é vazio. Como AAVerdade = A, precisamos entao de verificar
completo Nodo(e,a,b,c) = Zgiqum Nodo(e.ab.e)=1 3i A demonstracio deve explorar os dois
casos possiveis para completo Nodo(e,a, b, c).

Claramente se Nodo(e,a,b,c) ndo for completo, a demonstracido é trivial (Falso = A =
Verdade). O caso interessante é quando Nodo(e,a,b,c) é completo. Neste caso, as drvores
a, b e c tétm a mesma altura, digamos h.

Assim (nodos Nodo(e,a,b,c)) = 1+ nodos a + nodos b + nodos c¢. Por hip6tese de inducao

podermos reescrever esta igualdade na forma seguinte: (nodos Nodo(e,a,b,c)) =1+ Zfz_ol 3+

h=1 o h—1 o
Dimo 3+ 2isg 3
Vejamos agora como podemos encadear os calculos de (nodos Nodo(e,a,b,c)) para chegar a



Z(altura Nodo(e,a,b,c))—1 3

(nodos Nodo(e,a,b,c)) =
=1+ z” )31+ Zh 3143 PorHI

o 30 + Z(altura Nodo(e,a,b,c))—1 3t (altura Nodo(e, a,b, C)) =h4+1
_ Z(alfura Nodo(e,a,b,c))—1 3

Qed.

Este tltimo ponto conclua a demonstragéo. Assim, Va € (‘a tertree), ((completo x) = true Az #
Vazio) = (nodos ) = Z(a““m #)=1gi

Figura 1: Uma arvore ternaria completa.

Exercicio 3 (Expressoes Regulares e Autématos)

1. Defina uma expressdio reqular sobre o alfabeto ¥ = {a, b, c} que codifique todas as palavras que contém
exactamente 2 ocorréncias nao contiguas da letra a.

Resposta: (b+ c¢)*a(b+ c¢)Ta(b+ ¢)* (Recorde que (b+c)t = (b+c)(b+ ¢)*)

2. Utilizando o algoritmo apresentado na disciplina, dé o automato nao determinista com transicoes €
que reconhece a linguagem do ponto anterior.
Resposta: ver figura

3. Dé um autdmato determinista que reconhega esta mesma linguagem (sem obrigagdo da utilizagdo de
um algoritmo particular)
Resposta: ver figura

4. Que linguagem reconhece o autémato Ay da figura [{]?
Resposta: (a + ¢*b)c(ba*c + a)bc*
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Figura 3:



Figura 4: Autémato A;



