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E proibido o uso de calculadora e de telemével.
Qualquer fraude implica reprovagao na disciplina.
Sé serao corrigidas as provas legiveis.

Relembramos que, na tradi¢ao da aritmética de Peano — que seguimos nesta Unidade Curricular, a notagdo N
refere-se ao conjunto dos naturais incluindo o 0. Referiremo-nos ao conjunto dos naturais sem o 0 ({1,2,3...})
por N*.

Os tempos de resolucao presentes em cada alinea sao meramente indicativos e tem por objectivo ajudar-vos
a planear a resolucao.

1 Principios da Teoria da Computacao

Exercicio 1 (5 minutos) Classicamente associamos a nog¢do de totalidade (da fungdo sobre o dominio de
interesse) a nogdo de computabilidade/decidibilidade. Um problema € decidivel se existe uma processo/fungdao
total que calcule a solugdo ao problema (isto é, que converge para a solug¢do qualquer que seja a instdncia
considerada). Neste cendrio, explique e contextualize a nogdo de parcialidade (i.e. fungdo parcial sobre
o dominio de interesse). Que representa ela quando tentamos qualificar o decidibilidade (ou ndo) dum
problema?

Resposta:

A totalidade de um processo de resolucao de um problema P é necessiria para garantir que para cada instancia
possivel do dominio de interesse o processo converge para uma solucao do problema P. A parcialidade implica
que para (pelo menos) uma instancia do problema o processo considerado diverge, ou seja nao converge para
uma solugao.

Por outras palavras, em caso de parcialidade ha uma instancia para a qual processo considerado nao encon-
trard uma solugao.

Assim a totalidade é uma caracteristica intrinsecamente ligada a nocao de decidibilidade de um problema.
Um processo de decisao é forgcosamente total.

No caso da parcialidade, a relagdo é mais subtil. Aquando da defini¢do de um processo p que se pretende de
decisao para um problema P, se este for parcial para o dominio P entao este nao é um processo de resolugao



(decisao) para P. Ou seja, p nao permite afirmar que P é decidivel. Mas isso néo significa que P seja
indecidivel. Significa que p nao é solugao para P.

Agora, um problema P indecidivel implica a inexisténcia de solugbes totais, ou seja qualquer tentativa de
resolugdo levard a processos no minimo parciais (falar-se-é de problema semi-decidivel).

2 Técnicas de Demonstracao e OCaml

Exercicio 2 (10 minutos) Em qualquer conjunto de n inteiros positivos, existe sempre dois destes intei-
ros cuja diferenca € divisivel por n — 1. Prove esta afirmac¢do usando o principio da gaiola de pombos e
considerando o resto da divisao destes n valores inteiros por n — 1.

Resposta:

Sejam a1, as,...a, 0s n inteiros sorteados. Por cada a; (1 < i < n) consideremos r; o resto da divisdo por
) )

n—1 (ie. r, =a; mod (n —1)).

Cada r; definido desta forma pertence necessariamente ao conjunto {0, 1,...,n —2}. Assim hd n — 1 valores

possiveis para os r; que, por seu turno, estao em numero n.

Usando o principio da gaiola de pombos, se definirmos os pombos como sendo os 7; e as gaiolas os valores que
os 1; podem tomar, entdao de certeza que havera uma pelo menos uma gaiola com pelo menos dois pombos
diferentes. Ou seja, existem necessariamente 7,k € {1,2,...,n} tais que j > ke r; = ry.

Logo a; e ai devolvem o mesmo resto quando dividido por n — 1. Assim, a; — ax ¢ um multiplo de n — 1.
Dito por outras palavras, a; — ay, € divisivel por n — 1.

0O

Exercicio 3 As listas, como definidas nativamente em OCaml, sdo polimorficas. Depois de instanciadas
s6 podem conter elementos de um sd tipo. Ou seja, se uma lista contém um inteiro, entao todos os outros
elementos devem ser inteiros. Imagine que queremos dispor de uma lista que possa conter inteiros mas
também reais. Uma forma de ultrapassar este facto € definir um tipo agregador, da sequinte forma:

type valor = 1 of int | R of float

Assim, um elemento do tipo valor, ou € inteiro ou € real. Para ter uma lista como desejado basta defini-la
como sendo do tipo (valor list). Uma lista deste tipo contém elementos do tipo valor, ou seja inteiros ou
reais, tal como desejado. Um exemplo pode ser

[I 2 ; I 6 ; R79 ; RY92 ;I 10]

e (5 minutos) Defina a fungdo merge : int list — float list —walor list que aceita uma lista ordenada de
inteiros e uma lista ordenada de reais (ambas de forma crescente) e que junte estas duas listas numa
lista ordenada de tipo (valor list).

Por exemplo: merge [2;6;10] [7.9;9.2] deverd devolver [I 2 ; I 6; R7.9; R9.2; I 10].
e (5 minutos) Defina, sem usar a fun¢do foldleft , a fun¢do recursiva split : wvalor list —(int list % float  list ),

a funcao inversa de merge, que dado uma lista de valores separa os valores inteiros dos valores reais,
num par de duas listas e conservando a ordem dos valores originais.

Por exemplo: split [T 2; I6; R79; R9.2; I 10] deverd devolver ([2 ; 6 ; 10],[7.9 ; 9.2])

e (5 minutos) Dé uma definicao alternativa da funcao split que utilize a fungdo fold left .



e (10 minutos) Demonstre por indugao estrutural que

Viv € (valor list),V1i € (int list),VIr € (float list),
split lv = (li,lr) = length lv = length li + length Ir

Resposta:

open List ;;

type valor = I of int | R of float ;;
type lista = valor list ;;

let rec merge 11 12 =
match (11,12) with
[l,- - map (fun a - R a) 12
| , [] @ map (fun a - I a) 11
| a::111 ,b:: 112 —
if (float_of_int a)> b
then R b ::(merge 11 112)
else I a ::(merge 111 12)

let rec split_aux 1 1lv =
let (li,lr) = 1v in
match 1 with
[] = (rev li , rev Ir)
| (R el)::1i — split_aux 1i (li, el::1r)
| (I el):: li — split_aux 1i (el::1i, 1r)

let rec split 1 = split_aux 1 ([],[])
let split2 1 =

fold_left (fun (a,b) el — match el with Rr — (a,r::b)|] I i = (i::a,b))
(.11

Vamos proceder a prova de

Vv € (valor list),¥Y1i € (int list),Vir € (float list),
split lv = (li,lr) = length lv = length li 4 length Ir

por indugao estrutural sobre a lista [v.

O principio de indugao sobre as listas é o seguinte:

VP : Predicado sobre listas (de tipo A) se P([]) AVx : elemento de tipo A,V : lista de tipo A, P(l) =

P(z :: 1) entao VI : lista de tipo A, P(l).

Neste caso aqui, para uma lista lv qualquer de elementos de tipo valor, P é definido como Vi € (int list),VIr €

(float list),
split lv = (li,lr) = length lv = length li 4 length Ir

e Caso de base. Verificar se P([]).

Este passo de prova é trivial. De facto as unicas listas li e Ir possiveis sdo as listas vazias. (porque

split [ = ([, ]]))- Neste caso, length [| =0 =0+ 0 = length [| + length ||

e Caso do passo indutivo.

Vamos considerar uma lista [v, de tipo lista de tipo valor, qualquer.

A hipétese de indugéo (designamo-la de HI) é: V1i € (int list),Vir € (float list),

split lv = (li,lr) = length lv = length li + length lr



Ou seja, admitimos que para uma lista v qualquer, split lv resulta em duas listas (digamos li e Ir)
cuja a soma dos comprimentos é igual ao comprimento de [v.

Pretendemos provar que qualquer que seja o elemento a, a lista a :: v também carece da mesma
propriedade.

Vejamos. O elemento a é de tipo valor ou seja é necessariamente da forma R r ou I 1.

Fagamos assim uma analise por caso. caso a = R r e caso a = I i. Se ambos os casos validam P(a :: [v),
entao o passo indutivo estd provado.

— Caso a = I i. Neste caso split(a :: lv) = (i 2 li,Ir).
E facil de ver que length(a :: lv) = 1 + lengthlv
E igualmente facil de ver que length(i :: li) = 1 4 lengthli.
Temos de provar que length(a :: lv) = length(i :: i) + lengthlr. Usando as duas igualdades
previamente estabelecidas temos: 1+ lengthlv = 1 + lengthli + lengthlr. Ora por hipdtese de

indugao temos que length lv = length li + length lr. Se substituimos length lv por length li +
length lr na igualdade que pretendemos provar obtemos entao:

1+ lengthli + lengthlr = 1 + lengthli + lengthlr.
Esta igualdade é trivialmente verdade. QED.
— Caso a = R r. Procede-se exactamente da mesma forma com a excepgao de que é a componente
da lista Ir que vai sofrer alteragées. Vejamos mesmo assim os detalhes
Neste caso split(a :: lv) = (li,r 2 Ir).
E facil de ver que length(a :: lv) = 1 + lengthlv
E igualmente facil de ver que length(r :: lr) = 1 + lengthlr.

Temos de provar que length(a :: lv) = lengthli + length(r :: Ir). Usando as duas igualdades
previamente estabelecidas temos: 1+ lengthlv = 1 + lengthli + lengthlr. Ora por hipdtese de
inducdo temos que length lv = length li 4+ length lr. Se substituimos length v por length li +
length lr na igualdade que pretendemos provar obtemos entao:

1+ lengthli + lengthlr = 1 + lengthli + lengthlr.
Esta igualdade é trivialmente verdade. QED.

No final, tanto o caso de base como o caso indutivo foram provados. Logo,

Vv € (valor list),Vli € (int list),Vir € (float list),
split lv = (li,lr) = length lv = length li 4+ length lr

QED.

3 Autématos Finitos e Linguagens regulares

Exercicio 4 (5 minutos) Considere o alfabeto ¥ = {a,b}, defina um autdmato determinista que reconhega
a linguagem das palavras sobre ¥ que contém pelo menos uma ocorréncia de aa mas nenhuma ocorréncia de
aaq.

Resposta: O autémato da figura 1 explica-se da seguinte forma.

O caminho entre 1 e 3 representa a ocorréncia de dois a’s. Do estado 3, o consumo de um b permite a garantir
que ja houve uma ocorréncia de exactamente dois a’s. Estando no estado 3, se nao houver mais nada no

- o . v sar
buffer de entrada, entao estamos na presenca de uma ocorréncia de aa que termina a palavra por analisar



Figura 1: Autémato deterministico que reconhece palavras com pelo menos uma ocorréncia de aa e 0 de aaa

Por isso o estado 3 é final. Se o buffer nao estd vazio e do estado 3 for consumido um a (a transi¢io para
o estado 4), entdo podemos estar na presenca de uma ocorréncia de aaa. Se do estado 3 for consumido um
b entao acabamos de confirmar mais uma vez que foi analisado uma ocorréncia exacta de aa. Vamos neste
caso para uma parte do autémato (que comega no estado 7) que vai agora tentar tratar de recusar aaa e
aceitar qualquer outra sequéncia (ja que foi confirmada uma ocorréncia de aa).

Mas antes de analisar esta parte, voltamos ao estado 4 para terminar a analise do padrao aa. Recorda-se
que no estado 4 podemos estar na presenga do padrao aaa. Para confirmar (ou néo) a ocorréncia exacta de
aaa a partir do estado 4 basta olhar para o préximo cardcter por consumir. Se nao houver mais nada por
consumir, entao estamos de facto na presenga de uma ocorréncia de aaa. Por isso o estado 4 nao é final.
Se do estado 4 for consumido um b, entdo estd igualmente confirmado a presenca do padrao aaa. Assim o
estado destino é o estado 6 e dai, qualquer que seja o buffer, temos sempre de dar uma resposta negativa. o
estado 6 é um estado poco.

Assim, os estados 1,2,3,4,5 e 6 se dedicam na procura da primeira ocorréncia de aa sempre rejeitando o
padrao aaa.

Da mesma forma, os estados 7,8,9,10 e 11 dedicam-se na aceitagao de qualquer palavra (relembra-se, j& foi
detectado nesta altura o padréo aa) onde néo ocorre o padrao aaa. Este padrao ocorre quando estamos nos
estados 10 e 6 (reutiliza~se aqui o estado pogo), a semelhanca dos estados 4 e 6 da parte anterior. Assim,
destes estados, sé o0 10 (e o 6 por razdes ji expostas) nao é final.

Alias, o leitor atento verd que o autémato global esta dividido em trés partes, duas delas muito semelhantes.

Os estados 1,2,3,4, e 5, os estados 7,8,9,10 e 11, e finalmente o estado pogo 6.



Figura 2: Autémato A;

Exercicio 5 (10 minutos) Considere o alfabeto ¥ = {a,b} e o autdmato A; da figura 2:
Minimize o autémato Ap.
Resposta:

Vamos proceder, como manda o algoritmo visto nas aulas, por iterages na procura do ponto fixo da expressao
Ui ~; (ou seja vamos calcular as relagdes ~g, ~1 etc... até encontrar o primeiro i tal que ~;=n~;11).

e Cilculo da classe de equivaléncia induzida por ~g. Vejamos entdo que estados reconhecem palavras de
comprimento menor ou igual a 0 (ou seja ¢€).

Esfados [ |

N O U W=
WX X X &UX X

Esta tabela induz assim a parti¢do {{1,2,4,5,6}, {3,7}}

e Cilculo da classe de equivaléncia induzida por ~;. Vejamos entdo que estados reconhecem palavras de
comprimento menor ou igual a 1 (ou seja €, a, b).



’ FEstados H € \ a b ‘
1 X | v X
2 X | X X
3 VX X
4 X | X X
5 X | x Vv
6 X | x X
7 VIV X

Esta tabela induz assim a particao {{1}, {2,4,6}, {5}, {3}, {7}}

A partigdo mudou, por isso ainda temos de considerar a iteracdo seguinte.

e (Calculo da classe de equivaléncia induzida por ~s. Vejamos entao que estados reconhecem palavras de
comprimento menor ou igual a 2 (ou seja €, a, b, aa, ab, ba, bb).

’ FE'stados H € ‘ a b ‘ aa ab ba bdb ‘
1 X |V xX|- - - -
2 X | X X |x Vv X X
3 Vi ix x|—- - - =
4 X | X X |x v X X
5 X|x V|- - = =
6 X | X X |x Vv X X
7 ViV x| - — - -

(O simbolo — representa o facto de que néo ser necessério explorar esta opcao, devido as optimizagdes
possiveis do algoritmo — ver aulas)

Esta tabela induz assim a particio {{1}, {2,4,6}, {5}, {3}, {7}}

A partigao desta vez nao mudou. Atingimos o ponto fixo. Terminamos. O autémato resultante é
apresentado na figura 3.

Exercicio 6 (10 minutos) Considere o autémato As da figura 4.

Remova as e-transi¢oes com base na utilizagao do algoritmo introduzido nas aulas.
Resposta:

O autémato original encontra-se representado na figura 5

Na figura 6 apresentamos destacadas as transicoes e —» €’ (¢ € {a,b}) que serdo alvo das atengdes do
algoritmo (de €’ sai pelo menos uma transicao e).

Para cada uma destas 7 transicoes, juntamos as transi¢oes necessarias para o primeiro passo do algoritmo
(ver figura 6).

Calculamos igualmente nesta figura os novos estados iniciais e finais.

Finalmente na figura 7 removemos as transigoes € agora obsoletas.



a

Figura 3: autéomato resultante da minimizagao de A;

Figura 4: Autémato As



Figura 5: Remocgao de transicoes € - parte 1

Figura 6: Remocao de transicoes € - parte 2



Figura 7: Remocao de transicoes € - parte 3

Exercicio 7 (15 minutos) Dado o alfabeto ¥ = {a,b}, demonstre que a linguagem {w | w € ¥* A f,(w) <
fp(w)} nao é regular. Para tal relembra-se que #,(w) € a fungdo que devolve o numero de ocorréncias do
cardcter x na palavra w.

Resposta:

Como vimos nas aulas, ha duas grandes técnicas para provar a ndo regularidade. A primeira técnica utiliza
directamente o lema de bombeamento. A segunda tenta tirar proveito da estrutura da linguagem alvo e
comparar a sua (nao) regularidade com a de outras linguagens (conhecidas por serem ou nao regulares). Esta
comparagao, obviamente, assenta numa utiliza¢do indirecta do lema de bombeamento (em tltima instincia
as linguagens de referéncias foram desmonstradas nao regulares pelo uso do lema).

Neste exercicio aqui vamos usar esta segunda abordagem.
Temos entdo L = {w | w € Z* A f(w) < #p(w)}.

Vamos proceder por contradi¢go. Assumimos que L é regular. Entdo a interseccdo de L com uma outra
linguagem regular devera ser igualmente regular (ver aulas). Por exemplo, se consideramos a linguagem
(demonstrada regular nas aulas) L' = a*b*, entdo L = L N L’ devera ser igualmente regular.

Que linguagem é L”?. E {a™b™ | n < m}. Ora, esta linguagem néo é regular. Por nio ser, entdao L também
nao é regular.

Este raciocinio assenta no facto de L” néo ser regular. Como podemos afirmar tal facto? Basta considerar
aqui uma utilizagao simples do lema de bombeamento.

Sabemos que, se admitirmos que L” seja regular, existe um comprimento [ a partir do qual as palavras
exibem um padréo especial de repetigdo (ver defini¢do do lema de bombeamento nos acetatos das aulas).

Se consideramos a palavra p = gaa . . .aaaa bbbbb . . . bbbbb

I+1 I+p (p>1)

Neste caso é facil ver (a luz dos detalhes do lema de bombeamento) que a tnica possibilidade de arranjar o
padrao p = zvy (tal que zv*y pertenca a linguagem L ) é e v consituidos exclusivamente por ocorréncias
da letra a. Desta forma é sempre possivel repetir os a’s de v as vezes que se quiser, para além mesmo do
numero de b’s. Logo quebrando a regra da defini¢ao da linguagem L”.

Logo L" nao é regular.
QED.

10



Figura 8: Arvore de derivagao de abbc

4 Gramaticas

Exercicio 8 Considere a gramdtica cujas as producoes sao as sequintes:

S — ABC
A — dA

A — €

B — B

B — €

cC — cC

C — €

e a palavra w = abbc.

1. (2 minutos) Dé uma derivagdo esquerda de w.

2. (2 minutos) Dé a drvore de derivagio de w.

Resposta:

Derivagao esquerda de abbe :

S — ABC — aABC =— aB(C =— abBC =— abbBC — abbC =— abbcC =— abbc

Para a avrvore de derivagao, veja a figura 8.
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