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Prova sem consulta de material pedagdégico.
E proibido o uso de calculadora e de telemével.
Qualquer fraude implica reprovagao imediata.
Sé serao corrigidas as provas legiveis.

Exercicio 1 (OCaml e Indugao Estrutural)

1. Considere a sequinte func¢ao:
let rec misterio a b ¢ = if ¢ > b then misterio a b ¢ else a (misterio a b (a c));;

Qual € o seu tipo (na forma em que o compilador ocaml o calcula)?

Define a fungdo inverte que aceita em parametro uma lista e devolve em saida a lista invertida.
Dé uma definicao recursiva terminal da func¢do inverte dada no ponto anterior.

¢ uma definicdo da funcdo inverte usando o combinador fold_left sobre listas.

Dé uma definicao da funcao length que calcula o comprimento da lista em parametro.
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Demonstra por indugdo estrutural que

Vi: 'a list, length | = length (inverte l)
Resposta:

1. Vejamos o que a definicao da fungao misterio nos diz sobre os seus parametros.
Para comegar: tem 3 parametros. Logo tem um tipo da forma seguinte:
'‘a = 'b = 'c - 'd
Resta-nos saber se temos informagao para precisar mais os valores de ‘a, 'b, ‘¢, 'd. (Relembra-se

que 'a é o tipo do pardmetro a, etc, e que 'd é o tipo do valor devolvido pela fun¢do misterio)

b e ¢ sao comparados, logo sao do mesmo tipo: 'b = ’c

O parametro a é usado por duas vezes como fun¢ao unéria. Ou seja é do tipo ‘e — 'f.

Como a é invocada no lugar de ¢ na func¢ao mistério (i.e. (a ¢)), o tipo de ¢ coincide com o tipo de
(a ¢). Ouseja’f = ’'c. Mais, como ¢ pode ser parametro de a, o tipo de entrada de a é igual ao

tipo de ¢. Ou seja: 'e = ’c.



Resumindo (e incluindo ja o que sabemos dos tipos)

misterio : ('c =" ¢) =" c—='c—"d

Como usamos um if-then-else, o tipo do valor devolvido no caso then tem de ser igual ao tipo do
valor devolvido np caso else. Mais, este tipo é o tipo do retorno da funcao misterio.

Assim o tipo de misterio a b c¢ (retorno do then) é igual ao tipo de a (misterio a b (a c))
(retorno do else). Ora a funcdo a retorna um valor igual ao tipo do pardametro ¢

ouseja’d = 'c

Conclusao

misterio : (lc—='¢) ="' c =" ¢ ¢

OCaml devera responder renomeando 'c para ’a, de forma inécua e totalmente idéntica..

misterio : (‘a =" a) =" a =" a—"a

Como nota final, auxiliar, desta alinea. Esta fungao nao tem sentido computacional muito relevante.
Nao parece calcular nada de concreto. Até parece permitir uma recursividade infinita directa caso
b > c. Na verdade, no caso do else... também. Mas isso é outra histéria...

. Exercicio de resolucao trivial. A tnica nota explicativa relevante é: quando a lista por inverter
tem um elemento el a cabeca, a lista invertida terd esse elemento como ultimo elemento. Dai
calcularmos a lista invertida da cauda (aqui [7), e concatenarmos este resultado & esquerda da lista
constituida por el sozinho. E juntar  cauda.

Porqué nao usar a operagao :: no lugar de @7 precisamente porque :: é a operacao que junta
um elemento & cabeca de uma lista (de ‘a e 'a list para 'a list), e aqui queremos juntar no fim.
Usamos @ para esse propdsito (ndo se esquega que @ estd a espera de duas listas para realizar a
concatenagao, daf ser invocada com [el] e ndo somente el).

let rec inverte 1 =
match 1 with

| 1 =[]

| el::1i — (inverte 1i)Q@[el]

. Resposta trivial igualmente. O truque é acumular numa lista em parametro os elementos que
vamos “descascando” da lista [. Como vamos juntando na ordem da exploragao da lista [, o dltimo
elemento de [ é o o ultimo a ser colocado a cabega do acumulador: o acumulador acaba por ser a
lista na ordem inversa!
let rec inverte_rt 1 acc=

match | with

| [] — acc
| el::1i — (inverte_rt li (acc::acc))

let inverte 1 = inverte_rt 1 []

. Nesta alinea, retomamos a ideia que fundamentou a funcao recursiva terminal da alinea anterior:
vamos explorar a lista da esquerda para a direita (é o percurso feito pela fungdo fold_left) e
acumular os elementos lidos para um acumulador.

let rec inverte 1 = fold_left (fun a el — el::a) [] 1

. A funcao length é igualmente trivial.

let rec length 1 =
match | with
| [] =0
| _::1i - 1 4+ length 1i



ou até mesmo:

let rec length 1 = fold_left (fun a _ — a+1) 0 1

Queremos demonstrar por inducdo estrutural sobre as listas que

Vi: 'a list, length | = length (inverte I)

Por inducao estrutural sobre as listas, basta considerar dois casos. O caso de base em que a lista é
vazia e o caso indutivo em que a lista é construida com base num elemento e de uma outra lista

(B) Caso de base. Serd length [| = length (inverte [])
Por definigao da fungao inverte, inverte [| = [], logo length [| = length (inverte []) = 0. Caso
demonstrado.

(I) Caso indutivo. Seja a um elemento, e I’ uma lista tal que (HI - Hip6tese de indugao)

(HI) length 1" = length (inverte ")

Queremos demonstrar que

length (a ::1') = length (inverte (a :: 1))

Por defini¢ao da fungéo inverte(a :: I') = (inverte I')Qla].

Assim (length ((inverte I")Q[a])) = length(inverte I') + length[a] = length(inverte I') + 1
Por (HI) length(inverte l') + 1 = lengthl’ + 1

Igualmente por definigdo da funcao length, temos length (a :: ') = 1+ length I’

Ou seja, length (a :: ') = 1+ length I! = length(inverte ') + 1 = (length ((inverte I')Q[a])).
Como queriamos demonstrar.

Para concluir, demonstrado o caso de base e o caso inductivo, podemos afirmar

Vi: 'alist, length | = length (inverte l)

Exercicio 2 (Alguém copiou nesta sala!)
O professor chamou os cincos alunos suspeitos e questionou cada um deles para saber quem deles cometeu
esta infame afronta. O resumo das intervencoes € o sequinte:

Anténio: Nao foi o Eduardo, foi o Bernardo
Bernardo: Ndao foi o Carlos, nem foi o Eduardo
Carlos: Foi o Eduardo, nao foi o Antdénio
David: Foi o Carlos, foi o Bernardo

Eduardo: Foi o David, nao foi o Anténio

Por experiéncia propria, o professor sabe que cada aluno suspeito mente exactamente uma vez em cada
duas afirmagoes bdsicas feitas.

Quem copiou? Justifique.

Resposta: A tese é a seguinte: O Carlos copiou. Vamos demonstrar esta tese.

Ao analisar as 5 confissées, vemos que a confissao do Bernardo se destaca das outras: é a tnica que
afirma duas negagoes.



Vamos tirar proveito deste facto: como o Bernardo mente uma vez, ou foi o Carlos ou foi o Eduardo.

Prossigamos com uma anélise por caso (eliminagao da disjun¢do em Dedugao Natural) complementada
por um raciocinio por absurdo (redugéo ao absurdo, no contexto da Deducao Natural):

Vamos considerar as duas hipdteses alternativamente. Vamos comecar pelo Eduardo

Hipotese: Foi o Eduardo. Mas entao neste caso a mentira do Carlos foi dizer que foi o Eduardo. Logo,
neste caso, nao foi o Anténio. Do facto de saber que nao foi o Anténio, depreendemos que foi o David
(nos dizeres do Eduardo - ji que o Eduardo nao mente sobre a responsabilidade do Anténio). Mas se foi
o David , entao nao foi o Eduardo. Contradigao. Nao pode ter sido o Eduardo.

S6 Resta o Carlos.

Poderiamos terminar aqui... temos o nosso culpado. Mas sé para confirmar, vamos agora explorar o
outro caso.

Hipétese: Foi o Carlos. Entao o David mente quando diz que foi o Bernardo. Nao foi o Bernardo. Logo
o Anténio tem razdo quando diz que nao foi o Eduardo (mentiu na outra afirmagdo que incrimina o
Bernardo). Se nao foi o Eduardo, o Carlos diz a verdade quando diz que nao foi o Anténio. Neste caso
o Eduardo diz a verdade quando diz que nao foi o Anténio.

Conclusao: se emitirmos a hipdtese de que o culpado é o Carlos, conseguimos confirmar que por con-
sequéncia nao foi mais nenhuma outro.

Conclusao: Culpado confirmado, foi o Carlos.

Exercicio 3 (Sintaxe)

1. Dé e apresente os cdlculos dos conjuntos das varidveis livres e mudas da sequinte formula ¢

R(z,y) v Va.((Vy.R(z,z) = Q(z)) A (P(z,y) = Q(2)))

2. Calcule, se possivel, p{f(y)/x}.
Resposta:

1. As varidveis livres sdo R(z,y) VVz.((Vy.R(z,2) = Q(x)) A (P(x,y) = Q(2))) sdo as seguintes:

VL( R(z,y) VVo.((Vy.R(z,2) = Q(x)) A (P(z,y) = Q(2))) ) =

VL( R(z,y) )UVL( Va.((Vy.R(z,2) = Q(z)) A (P(z,y) = Q(2))) ) =
{2, y} UVL( (Vy.R(2,7) = Q(z)) A (P(z,y) = Q(2)) ) \ {z} =

{2, y} U (VL( (Vy.R(z,2) = Q(z)) ) UVL( (P(x,y) = Q(2)) ) \ {z} =
{2y} U (VL( (R(z,2) = Qz) )\ {y} U{z,y.2}) \ {z} =

{z.y U ({z 23\ {y} U{z,y,2) \ {2} = {z,ytU{y,z} =

{z.y, 2}

as varidveis ligadas (mudas) sao:

VM( R(z,y) v Ve.((Vy.R(z,2) = Q(x)) A (Pz,y) = Q2)) ) =

VM( R(z,y) ) UVM(Va.((Vy.-R(z,z) = Q@) A (P(z,y) = Q) ) =
{JUVM(Va.((Vy.R(z,2) = Q(z)) A (P(z,y) = Q2)) ) =

VM( (Vy-R(z,2) = Q(x)) A (P(z,y) = Q(2)) ) U{z} =

(VM( R(z,2) = Q(x) )U{y} UVM( (P(z,y) = Q(2)) ) U{z} =
uiytu{uie} = {z,4}



2. A substituigdo p{f(y)/z} é possivel. Em todos os termos em que z é livre (nomeadamente R(x,y)),
y também. Logo nao ha risco de captura de varidveis.

Rz, y) vVr.((Vy.R(z,2) = Q) A (P(z,y) = Q(2))) {f(y)/z} =
R(f(y),y) v Va.((Vy.R(z,z) = Q(z)) A (P(z,y) = Q(2)))

Exercicio 4 (Célculo booleano)
Tendo em conta as definicoes de base dos operadores da dlgebra de Boole demonstre:

S(b1 © b2) = (©b1) ® (Sba)

Resposta: Este resultado por demonstrar é uma das duas leis de De Morgan. Como requerido, vamos
demonstra-la com base nas defini¢oes dos operadores booleanos (i.e. ©,® e ®). Obviamente, o exercicio
explicita que nao se pode usar as proprias leis de De Morgan para demonstrar... as leis de De Morgan.

Facamos uma andlise por caso.
Caso by = 0. Neste caso, ©(0 @ ba) = ©bs e (60) ® (©bs) = Oby
ou seja O(0 @ be) = (60) ® (&ba), CQD.

Caso by = 1. Neste caso S(1®b) =61 =0¢ (81)® (6be) = 0. Assim S(1®by) = (61) ® (6b2). CQD.

Conclusao: ©(b; @ be) = (6b1) ® (6bs)

Exercicio 5 (Consequéncia Semantica)
Considere a afirmacgdo seguinte:

{o=(AY),(YVY) =t ES— @

Verifique se esta € verdadeira ou falsa, usando o método cldssico (via projecgio para a dlgebra de Boole).

Resposta: Usar o método semantico classico implica perceber se todas as valoragbes que satisfagam
© = (0AY) e (v V) — ¢ satisfacam igualmente § — ¢. Vejamos.

Resposta curta: Consideremos a valoracao V tal que V(yp) =0, V(§) =1, V(y) =1, V(¢) = 1.
V(e (A1) =1

Vyvey) = 6) =1

V(i—=¢)=0

Esta valoracao é um contra-exemplo & validade da consequéncia semantica enunciada. A afirmacao é
falsa.

Resposta alternativa, mais em detalhe:

Vig= (@A) =cV(p)e (V)@ V(Y)) = (Vi) @ V() © (SV(p) & V(Y))
V((vve) = 6) = o(V(n)eV(@)aV(d) = (eV(v)ecV(y))eV(s) = (SV(v)eV(é))@(eV(4)aV(9))

V(= ¢)=0V()®V(p)

Desta imediata projecgao para o dominio dos booleanos, depreende-se que a valoragao da primeira férmula
é positiva nos casos:



e ou V(p) = 1, neste caso temos necessariamente V(4) = 1 e V(¢) = 1 para que a formlula seja
satisfeita;

e ou entdo basta V(¢) = 0 (¢ e 1 ndo influenciam neste caso aqui o estatuto da primeira férmula)

No caso da segunda férmula, as valoragoes que a validam tem a seguinte forma:

e ou V(4) = 0 e neste caso temos necessariamente V(p) = 0 e V(y) = 0 para que a formlula seja
satisfeita,;

e ou entao basta que V(4) =1

para que as duas férmulas sejam simultaneamente satisfeita a valoracdo deve respeitar as seguintes
condigoes (resultante da juncdo dos casos anteriores, olhando sé para as varidveis envolvidas J e ¢ na
férmula § — ¢):

e V(0) = 1 entdo V(¢) = 1 necessariamente para podermos satisfazer a primeira férmula. Esta
valoragao satisfaz igualmente a segunda férmula.

Assim, com V(0) = 1e V(p) =1, V(§ = ¢) = 1. Ok, neste caso a consequéncia seméntica se
verifica localmente. Mas tem de se verificar para todos os casos para poder se afirmar globalmente
que hé consequéncia semantica.

e Se V(p) = 0, V(§) pode ter qualquer valor para satisfazer a primeira férmula. Neste caso se
V() =1 a validade da segunda férmula é garantida. Se V(§) = 0, temos de ter V(¢p) = V() =0
para garantir a validade da segunda férmula.

no caso V(p) = 0 e V(§) = 0 (e as valoragoes para v e 1) escolhidas de forma a validar as duas
primeiras férmulas), V(§ — ¢) = 1.

no caso V(p) = 0e V(0) =1, V(0 — ¢) = 0. CQD: a consequéncia seméantica nao se
confirma. A afirmacao é falsa.

Exercicio 6 (Algoritmo de Horn)
Considere a formula ¢ sequinte: (—pV q) A (pV —q)

Usando o algoritmo de Horn sobre uma eventual transformacdo de p, indique a natureza da formula .
Resposta: Este exercicio tem uma resolugao imediata.

Observemos primeiro que a férmula estd numa forma adequada para o algoritmo de Horn: é uma FNC
em que ha no maximo um literal positivo em cada grupo disjuntivo.

De facto, pode ser transformado em (p — ¢) A (¢ — p).

A{(p = ), (¢ —=p)}AT}H = {T}

Ora L € {T}, logo H(p) =1 e a férmula em questao é possivel.

Exercicio 7 (Dedugao Natural)
Considere a afirmagao sequinte: + (~q — —p) = (p = q)

Prove, com recurso a dedugao natural, que é um teorema.
Resposta: A estratégia da demonstracao é a seguinte:

Demonstrar que (—g — —p) — (p — ¢) é um teorema pode-se reduzir a demonstragao de que se consegue
demonstrar g tendo as provas de =g — —p, e de p (é o que fazem as regras de introdugao do implica da
arvore de prova apresentada).
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Como se pode provar ¢, tendo ¢ — —p e p? Basta observar que tendo p demonstrado, nao se pode ter
—q. Isto porque neste caso a relagdo de causa consequéncia da qual se tem a demonstragao (—g — —p)
obrigaria a que tenhamos também uma demonstracao de —p. Ou seja... existe uma demonstracao de q.
Sé temos de a encontrar.

E este facto que vamos aproveitar. Provemos que ndo podemos ter —q sem que isso cause uma contradi¢o.
Desta contradicao temos logo gq.

Este raciocinio é dado pelo uso da regra RAA. Admitindo que se tem uma prova de —¢, demonstremos
o absurdo.

Observemos agora o contexto do que sabemos: claramente sabemos que podemos deduzir que p é de-
monstrado (directo), mas que —p também, por consequéncia de —q - tal como querfamos.

Assim fagamos. O absurdo pode ser demostrado porque conseguimos demonstrar p e =p. Usemos a regar
de eliminagao da negagao para este propdsito.

Demonstrar p é trivial neste ponto (é conhecimento adquirido). Usamos a regra do Axioma.

Demonstrar —p necessita que se exiba que é a consequéncia de —q. E o que a regra de eliminacao do
implica (Modus Ponens) faz. A aplicacao da regra do Axioma termina a construgao da drvore de prova.
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