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Algoritmos
Resultados de correcgdo Como transformar uma férmula arbitraria para FNC?
Um exercicio

Conjunto das férmulas proposicionais com negacdo e sem
implicacdo

Objectivo

Definir um algoritmo para transformar qualquer férmula de Légica
Proposicional para a Forma Normal Conjuntiva.

Conjuntos de férmulas proposicionais

» Seja Gp o conjunto das férmulas proposicionais que se obtém
considerando o conectivo de negagdo (—) primitivo e definindo
a constante | como abreviatura
(L abv © A -, sendo ¢ € Gp).

» Seja Hp C Gp o conjunto das férmulas proposicionais que n3o
contém o conectivo de implicagdo (—).
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Algoritmos
Resultados de correcgdo Como transformar uma férmula arbitraria para FNC?
Um exercicio

Algoritmos auxiliares

Eliminacdo da implicacdo
Seja ImplFree: Gp — Hp a seguinte funcio recursiva.

—ImplFree(p1), se p = 1
ImplFree(¢1) V ImplFree(y2), se ¢ = @1V 2
ImplFree(y) = < ImplFree(y1) A ImplFree(¢2), se ¢ = p1 A @2
—ImplFree(p;) V ImplFree(ps), se ¢ = 1 — @2
P, caso contrario

Note-se que o caso base da definicdo recursiva & quando a férmula
@ & um simbolo proposicional.
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Algoritmos
Resultados de correcgdo Como transformar uma férmula arbitraria para FNC?
Um exercicio

Emulacdo de uma execucio de ImplFree

ImplFree(((pV =s) = q) = (p— (r A—s))) =
—ImplFree((p V =s) — q) V ImplFree(p — (r A —s)) =
—(— ImplFree(p vV —s) V ImplFree(q)) V
(= ImplFree(p) V ImplFree(r A —=s)) =
—(—(ImplFree(p) V ImplFree(=s)) V q) V
(=p V (ImplFree(r) A ImplFree(—s))) =
=(=(pV = ImplFree(s)) vV q) V (=p V (r A = ImplFree(s))) =
~(=(pVs)Vq) vV (=pV(rA-s))
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Algoritmos
Resultados de correcgdo Como transformar uma férmula arbitraria para FNC?
Um exercicio

Algoritmos auxiliares
Forma normal da negacdo
Uma férmula ¢ € Hp diz-se que esta na forma normal da negacdo
(e escreve-se FNN(¢)), se s6 as suas subférmulas que sdo férmulas
atémicas estdo negadas.
Eliminacdo das duplas negacdes
Seja NNFC: Hp — Hp a seguinte func3o recursiva.

(NNFC(1), se o = 771
NNFC(—¢p1) V NNFC(—¢2), se ¢ = =(p1 A ¢2)
NNFC(—p1) ANNFC(—¢2), se ¢ = =(p1 V ©2)
NNFC(p1) VNNFC(p2), se p =1V 2
NNFC(gp1) ANNFC(gp2),  se ¢ = 1 A g2

v, caso contrario

NNFC(g) =

Note-se que o caso base da definicio recursiva é quando a férmula
¢ € um simbolo proposicional ou a sua negagdo (i.e., um literal).
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Algoritmos
Resultados de correcgdo Como transformar uma férmula arbitraria para FNC?
Um exercicio

Emulacdo de uma execucdo de NNFC

NNFC(=(=(pV =s) Vq)) =

NNFC(=—=(p V =s)) A NNFC(—q)

NNFC((p Vv —s)) A —q

(NNFC(p) VNNFC(—s))A—g =
(pV—s)A—q
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Algoritmos
Resultados de correcgdo Como transformar uma férmula arbitraria para FNC?

Um exercicio

Algoritmos auxiliares

Funcdo de conversdo de férmulas na FNN para a FNC
Seja CNFC: Hp — Hp a seguinte funcdo recursiva.

Distr(CNFC(p1), CNFC(¢2)), se ¢ = ¢1 V 2

CNFC(p) = ¢ CNFC(¢1) A CNFC(ip2), se ¢ = 1 A P2
v, caso contrario

sendo Distr: Hp x Hp — Hp a seguinte func3o.
Distr(p11, ¢2) A Distr(p12, 92), se o1 = @11 A p12

Distr(p1, g2)=< Distr(¢1, p21) A Distr(p1, ¢22), se g2 = w21 A v22
p1V 2, caso contrario
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Algoritmos
Resultados de correcgdo Como transformar uma férmula arbitraria para FNC?
Um exercicio

Emulacdo de uma execucdo de CNFC

CNFC((pV (gAr)A((rAs)Vit)) =

CNFC(pV (g A r)) NCNFC((r As) V t)

Distr(CNFC(p), CNFC(g A r)) A Distr(CNFC(r A's), CNFC(t))
Distr(p, CNFC(g) A CNFC(r)) A Distr(CNFC(r) A CNFC(s),t) =
Distr(p, g A r) A Distr(r As, t)
Distr(p, q) A Distr(p, r) A Distr(r, t) A Distr(s, t)
)

(PV@A(pVr)A(rVE)A(sV it
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Algoritmos q o
Resuliadles dle ceaesEe Algoritmo de transformagdo para a FNC

e Correcgdo dos algoritmos
Um exercicio

Algoritmo T

O algoritmo seguinte converte férmulas proposicionais para a FNC.

Definicdo: seja T : Gp — Hp a seguinte fungio.
T (¢) = CNFC(NNFC(ImplFree(y)))

Teorema: o algoritmo 7 é correcto
Dado ¢ € Gp, obtém-se ¢ € Hp fazendo 1) = T (), sendo
FNC(v)) e ¢ = .

Lemas de optimizacdo

1. Se ¢ € Hp entdo ImplFree(p)=¢.
2. Se FNN(¢) entdo NNFC(p)=¢
3. Se FNC(¢p) entdo CNFC(yp)=¢
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Algoritmos
Resultados de correcgdo
Um exercicio

Algoritmo de transformagdo para a FNC
Correcgdo dos algoritmos

Analise dos algoritmos de conversdo

Lema

1. Dada ¢ € Gp, a féormula ¢ = ImplFree(y) é tal que ¢ € Hp e

=1,
2. Dada ¢ € Hp, a féormula ¢y = NNFC(y) é tal que ¥ € Hp,
¢ =1 e FNN(1)).

3. Dadas ¢1, 2 € Hp tais que FNN(p1) e FNN(¢2), a féormula
1 = Distr(p1, p2) € tal que 1 € Hp e FNN(%)), e se FNC(¢1)
e FNC(¢2) também FNC(%)).

4. Dada ¢ € Hp tal que FNN(y), a férmula ¢» = CNFC() é tal
que Y € Hp, ¢ = 1) e FNC(v).

Provas
Por inducio na definicdo das funcdes.
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Algoritmos
Resultados de correcgdo
Um exercicio

Algoritmo de transformagdo para a FNC
Correcgdo dos algoritmos

Correcgdo do algoritmo T

Teorema: o algoritmo 7 é correcto
Dado ¢ € Gp, obtém-se ¢ € Hp fazendo 1) = T(¢), sendo
FNC(v) e ¢ = 9.

Prova

Por inducdo estrutural, compondo por ordem os lemas anteriores.
Note-se que todos os algoritmos terminam.

Como verificar a validade de uma férmula pelo algoritmo 77

1. Converte-se a férmula para FNC:

¥ = T () = CNFC(NNFC(ImplFree(y)))
2. Analisa-se 1) com o Lema da disjuncéo de literais.
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Algoritmos
Resultados de correcgdo
Um exercicio

Determinar a validade de uma férmula pelo algoritmo 7~
Calculo

Aplicacdo do algoritmo
Seja ¢ € Gp e h = T(p); note-se que ¢ € Hp.
Analise de 1)

» E vilida, se cada uma das suas disjuncdes o for, e cada uma
é-o se contiver um literal e a sua negag¢do (ndo ocorre em 1) o
T porque ¢ € Hp).

» E contraditéria se uma das disjuncdes for um literal e outra a
sua negagao (ndo ocorre em ¢ o L porque ¥ € Hp).

» E possivel, se nenhuma das situacdes anteriores se verificar
(i.e., ndo é contraditéria nem valida - alguma das suas
disjuncdes é possivel).

Considere-se agora também ¢ C Gp.

Como verificar se ¢ |= ¢?

Uma vez que, pelo Teorema 6.1, ® = ¢ se e sé se = — ¢,
analisa-se 7 (® — ).
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Algoritmos
Resultados de correcgdo
Um exercicio

Determinar a validade de uma férmula pelo algoritmo 7~
Calculo

Aplicagdo do algoritmo a ¢ = ((—p A q) — (p A (r — q)))

Eliminacdo das implicacdes
ImplFree(y) = —ImplFree(—p A q) V ImplFree(p A (r — q))
= —(—ImplFree(p) A ImplFree(q))
V (ImplFree(p) A ImplFree(r — q))
= =(-p A q)V (p A (-ImplFree(r) V ImplFree(q))
= (=pAq)V(pA(-rVa))

Eliminacdo das duplas negacdes
NNFC(~(=pAq)V (pA(=rVq)))

NNFC(—(=p A q)) VNNFC(p A (=rV q)))

(NNFC(——p) V NNFC(~q)) V (NNFC(p) ANNFC(~r V q)) =
) =
)

(NNFC(p) V—=q) V (p A (NNFC(—r) V NNFC(q
(pV—=q)V(pA(-rVag
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Algoritmos
Resultados de correcgdo
Um exercicio

Determinar a validade de uma férmula pelo algoritmo 7~
Calculo

Aplicagdo do algoritmo a ¢ = ((—p A q) — (p A (r — q)))

Distribuicdo da disjuncdo sobre a conjuncéo
CNFC((pV =q)V(pA(-rVgq))) =

Distr((pV —q), (P A (-rVq))) =
Distr(p V =g, p) A Distr(pV —=q,—rV q) =

(PV=qVp)A(pV—-qV-rVq)

F(pV-qVvp)A(pV—=qV-rva)?

N3o. Pelo Lema da disjunc¢io,
1. EpV—gV-rVgq, pois contém g e —q, mas
2. £ pV gV p, por contra-reciproco.

A férmula n3o é valida mas é possivel, porque fazendo V(p) =0 e
V(q) =1 tem-se que V If pV =gV p, mas para V/(p) =0e
V'(g) = 0 tem-se que V' IF pV —q V p.
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