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Consequéncia semantica

Intuicdo

» Quer-se efectuar raciocinio entre assercdes, de forma a retirar
conclusdes validas a partir de hipéteses.

» Exemplo: se o metro se atrasar e ndo houver taxis na estac3o,
o Pedro chega tarde. O Pedro ndo chegou tarde, mas o metro
atrasou-se. Logo, havia taxis na estac3o.

» Formalizac3o:

» Hipétese 1: se p e ndo g entdo r, ie, (p A—q) — r.
» Hipotese 2: ndo r e p, i.e., =r A p.
> Tese: g.

» Como provar?
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Consequéncia semantica

Definicdo 6.1

Sejam ¢ C Fp e ¢ € Fp. Diz-se que ¢ é consequéncia semantica
de ®, o que se denota por ® |= ¢, se para cada estrutura de
interpretacdo V sobre P, se V I ® entdo V IF ¢.

Exemplo

Quer-se provar que é valido o raciocinio “Se o metro se atrasar e
n3o houver taxis na estacdo, o Pedro chega tarde. O Pedro n3o
chegou tarde, mas o metro atrasou-se. Logo, havia taxis na
estac3o.”

Em l6gica proposicional, trata-se de provar que
{(pA=q) = r,-rAp}E=q.
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Consequéncia semantica

Exemplo
Quer-se mostrar que {(p A =q) — r,—r A p} = g. Por defini¢io,
para todo o V tal que V IF {(pA—q) — r,—r A p} também V I q.

Por hipétese, V IF (p A—q) — re VIF —=r A p. Tem-se entdo que ,
VIF(pA—g) —rse

V((pA=q) = r) =
oV(pA-q)® V(r) =
(eVipe V(-q) @ V(r)=
(eV(p)®eV(=q)) @ V(r) =
(eVip)o V() e V(r) =1

que se verifica se algum dos argumentos da adicdo é 1, ou seja, se
V(p) =00u V(q)=1ou V(r)=1.
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Consequéncia semantica

Exemplo

Para mostrar {(p A —=q) — r,—r A p} = g assume-se que
VIF(pA—qg) = reVIF=rAp, ouseja, VIF(pA—-g)—rse:
V(p)=00u V(g)=1lou V(r)=1,e VIFarApse

V(=rAp) =
V(=r)® V(p) =
oV(ireVip)=1

que se verifica se ambos os argumentos da multiplicagdo sdo 1, ou
seja, se V(r)=0e V(p) =1.
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Consequéncia semantica

Exemplo

Para mostrar {(p A =q) — r,—r A p} = g assume-se que
VIF(pA—g) = reVIF=rApou seja:

1. V(p) =0o0u
2. V(g)=1ou
3. V(r)=1

e
4. V(r)=0e
5 V(p)=1

e vai-se procurar concluir que V I+ g.
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Consequéncia semantica

Exemplo

Quer-se mostrar que {(p A —q) — r,—r Ap} F q.

Tem que se verificar simultaneamente as hipéteses 4, 5 e alguma de

entre as hipéteses 1, 2 e 3.
» 5 é incompativel com 1, logo esta altima ndo se pode verificar.
» 4 é incompativel com 3, logo esta ultima ndo se pode verificar.
» Conclui-se ent3o que tem que se verificar 2.

Algebricamente, substituindo 4 e 5 em V((p A —q) — r) =1,
obtém-se

oVipAr-q)@V(n=o(leV(-q)ae0=00V(q) =1

Logo, V I g, como se queria mostrar.
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Consequéncia semantica: o caso da contradicdo

Conjuntos contraditérios permitem qualquer conclusdo: um
conjunto de férmulas ® permite concluir uma férmula ¢ se sempre
que dada valoragdo V sobre P é tal que V IF ® também V I+ .

Logo, se nenhuma valoragdo V satisfaz ®, vacuosamente V It .

Lema 6.1
Se um conjunto de férmulas ® é contraditério entdo, para qualquer
formula ¢ tem-se que ¢ = ¢.

Exemplo: {p,—p} = L

N3o existe nenhum V que satisfaca simultaneamente p e —p
(porque V & uma funcio).

Logo, para qualquer V tal que V I {p, —p} também V I- L,
portanto {p, -p} = L
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Provar ou refutar?

Estratégia

Quer-se provar ou refutar uma afirmacdo de consequéncia
semantica. Como fazer?

1. Verifica-se primeiro se é falsa: alguma valorac3o n3o satisfaz o
consequente mas satisfaz o antecedente. Se se encontrar tal
valoracdo tem-se um contra-exemplo.

2. Se ndo se encontra um contra-exemplo faz-se a prova.

{p—=>q,r—s,rVvstE=EpVvqg?
Considere-se V tal que V(p) =0= V(q) = V(r) e V(s) =1.

Entdo VIFp—gq, VIFr—-se VIFrVs, ou seja,
VIE{p—q,r—s,rVvs}.

No entanto, V If pV g, logo {p — q,r = s,rVs}EpVaq.
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Provar ou refutar? Por absurdo
{(en) = oy =t EY— (v —06)7
Considera-se por hipétese que para algum V se tem que

1. VIF{(eA®) — 0,7 — ¢}, mas que

VIF i — (y—0). De 1 obtém-se:

VIF(eAYp)—de

V Ik vy — . De 2 obtém-se:

V Ik 4, mas V IF v — 6, ou seja

V I v, mas

V If 5. De 4 e de 6 obtém-se:

VI . De 3, 5 e de 8 obtém-se:

© o N o o s~ W N

V Ik §, o que estd em contradicdo com 7. Logo,
{lenp) = 6,7y = o} Ev = (v = d).
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Consequéncia semantica é implicacdo

Proposicdo 6.1

fo} Etbseesose gy

Prova
Mostra-se primeiro que se {¢} = 1 entdo = ¢ — 9.

Por hipétese, {¢} = 1, ou seja, para qualquer V tem se que se
V IF ¢ entdo V I 4; logo, por defini¢do, = ¢ — 4.

Mostra-se que |= ¢ — v implica {¢} = 1 de forma semelhante.
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Consequéncia semantica é implicacdo

Teorema 6.1
SejaneN. {p1,...,ont Evseesose E(p1A...Apn) = ¢
Prova

Prova-se o sentido “s6 se” (o reciproco é semelhante). Por

hipétese, {¢1,...,9n} E 1, ou seja, sempre que dado V é tal que
VIF{p1,...,¢n} também V Ik o).

Se VI {¢1,...,%n}, o resultado sai vacuosamente

Se VIF{¢1,...,n}, entdo para cada i € {1,...,n} tem-se que
V Ik ¢;; logo, VIF o1 A... Ay, Como por hipétese V IF ¢, entdo
VIF(¢1 A...Apn) — 9, como se queria mostrar.
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Algumas leis da l6gica proposicional

Teorema 6.2

L{llEe
2. {onNYtEpe{pAY} EY
3. {etFeVvye{vEpVY

Prova

1. {L} = ¢ vacuosamente, pois { L} & um conjunto contraditério
2. por hipétese, seja V tal que V IF {o A1}, ouseja, VIFpe
VI entdo {p Ay} Epefonyt Eo
3. por hipétese, seja V tal que V IF {¢}; logo V I ¢, ou seja,
V() =1, e tem-se também que V(o) ® V(¢) =1, ie,
ViIF oV entdo {p} =V
O outro caso prova-se de forma semelhante.
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Definicdo alternativa de consequéncia semantica

Observacdes

» A consequéncia semantica é uma relagio = C 27 x Fp
» Pode-se considerar uma definicdo alternativa, em que é uma
relagdo binaria entre féormulas: =1 C Fp x Fp

» Considere ambas as relagdes definidas da mesma forma:
sempre que dada valorac3o satisfaz o primeiro elemento do par
na relagdo (um conjunto de férmulas ou uma férmula)
também satisfaz o segundo.
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Definicdo alternativa de consequéncia semantica

Proposicdo 6.2: coincidéncia das definicdes
{p1,---,on} Evseesdse p1 A+ ANy E1 9

Prova

{¢1,...,on} E¥ seesose

E(e1 A ANpp) =1 seesose

{1 A Nppt EY seesose
(P1 A ANgn) F1L Y

Chama-se entio a ambas as relacdes “consequéncia semantica” e
usa-se apenas o simbolo |=.
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A consequéncia semantica é uma pré-ordem

Trivialmente, a consequéncia semantica é reflexiva.
Proposicdo 6.3: transitividade da consequéncia semantica
Seplv et =yentdop =y

Prova
Por hipétese, ¢ =1 e ¢ = . Consideram-se dois casos: para
dado V, ou V IF ¢ ou V If .

Suponha-se que V I ¢; como por hipétese ¢ |= 1), também
V' IF 4); como por hipétese 1) =, também V I ~. Logo, sempre
que V Ik também V IF ~, ou seja, ¢ = 7.

Suponha-se agora que V' I ¢. Entdo, V IF ¢ — 7, logo ¢ = 7.
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