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O que se pretende?

Intuicdo

» A légica proposicional trata da representacdo e manipulacio
de assercées.

» Dada uma férmula da légica, quer-se determinar o seu valor de
verdade (0 — falsa, ou 1 — verdadeira).
» E necessario:

» atribuir valores aos simbolos proposicionais;
» avaliar as suas subférmulas (estritas), interpretando os
conectivos (que t&m caracter funcional, i.e., interpretacdo fixa).

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa Légica Computacional



Estrutura de interpretacdo

Definicdo 4.1

Seja B = {0, 1} o conjunto dos valores de verdade.

Definicdo 4.2

Uma estrutura de interpretagcdo (ou valoragcdo) sobre um conjunto

de simbolos proposicionais P é uma funcdo V : P — B.

Intuicdo

» Se um simbolo proposicional p representa uma assercio

verdadeira, entdo V(p) = 1; sendo V(p) = 0.

» Para cada V considera-se a atribuicio de valores aos simbolos
de P fixada.
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Satisfacdo de férmulas

Semantica informal: relacdo de satisfaco

A relacdo de satisfacdo de uma férmula ¢ € Fp por uma valoracio
V, denotada por V IF ¢, é definida indutivamente pelas seguintes
regras.

» para cada p € P, tem-se V |- p, se V(p) = 1;

» n3o se verifica V I L;

VIFoVay,se VIFgou VIFy;

ViFpA,se VIFpe VIFy,

V Ik @ — 1), se sempre que V IF ¢ também V I 4.

v

v

v

Quando um par (V, ¢) estéd na relagcdo de satisfacdo, diz-se que a
valoracdo V satisfaz a férmula .
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Satisfacdo de férmulas: como verificar?

A semantica informal n3o & facil de usar na pratica, sobretudo para
estabelecer resultados negativos.

Sejam p,g€ Pe V: P — Btalque V(p)=1e V(q) =0

» VIFpVag, pois V(p) =1, logo V I p;
» VIF g — p, pois V(q) =0 e entdo n3o se tem V IF g, saindo
vacuosamente o resultado;

» n3o se tem V IF p — g, pois apesar de V(p) =1 e entdo
V Ik p, ao contrario do exigido, como V(g) = 0 n&o se tem
VIFgq;

» n3o se tem V I p A g, pois apesar de V(p) =1, e entdo
V Ik p, ao contrario do exigido, como V(g) = 0 n&o se tem
VI q.

Quer-se uma semantica ndo ambigua, matematicamente rigorosa.
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Algebra de Boole

Segue-se a proposta de George Boole para dar seméntica a Légica
Proposicional.

Definico 4.3
Considera-se o conjunto dos valores de verdade B = {0,1}, com as
seguintes operagoes:
Multiplicacdo ®: B x B — B tal que
O®b=0
lob=0>b
Adicdo @: B x B — B tal que
Opb=>b
1pb=1
Complementar ©: B — B tal que
o0=1
©1=0
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Propriedades basicas

Proposicao 4.1
1. A multiplicacdo tem o valor 1 como elemento neutro e o 0
como elemento absorvente.

2. A adigdo tem o valor 0 como elemento neutro e o 1 como
elemento absorvente.

w

A multiplicag3o e a adicdo sdo comutativas, associativas e
mutuamente distributivas.

b&ob=bebb=>.
o(eb) = b.

b® (&b) =0

ba (ob) =1

S(b1 ® b)) = (6b1) ® (Sb2)
S(b1 ® b)) = (6b1) @ (Sb2)

© o N o ook
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Propriedades basicas

Provam-se alguns casos da proposicio.

o(eb)=0>b

Considere-se que b = 0. Entdo, ©(c0) =61 =0.

O caso b =1 tem prova semelhante.

b b=>b

Considere-se que b= 0. Entdo, b b=0® 0=0 = b.
Casob=1entiobb=1%1=1=05.

b (6b)=0

Considere-se que b = 0. Entdo, 0 ® (60) = 0.
Caso b=1, entdo 1 ® (©1) = (1) = 0.
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Prova de algumas propriedades basicas

Comutatividade da adicdo: by @ b, = b, @ by
Considere-se que by = 0. Entdo, by ® b, = 0® by = b,. Logo,

_ [0,se o =0
bl@b2_{1, se by =1
Por sua vez
. 0@ by =b=0,sebp=0
bz@bl_{l@blzl, se by =1

Logo, em ambos os casos se obtém o mesmo resultado.

Caso b; = 1 obtém-se o mesmo resultado de forma semelhante.
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Prova de algumas propriedades basicas

Associatividade da multiplicaco:
bl (29 (bg (029 b3) == (bl & b2) ® b3

Considere-se que b; = 0. Entéo,
b1 ® (bo® b3) =0® (b2 ® b3) =0

Por sua vez
(b1 ®@b)®@b3=(00b)Rb3=0®b3=0

Caso by = 1. Tem-se agora que
b1 ®(by®@b3) =1® (b ® b3) = by ® b3

Por sua vez

(b1 ®@b)®@b3=(10b)®bs=by® b3
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Propriedades basicas

A partir das provas apresentadas, observam-se os seguintes factos.
Lema 4.2

1. by ®b,=0seesése by =0o0u b, =0.
bi @by =1seesése by =1e b =1.
bi®by=0seesése by =0e b, =0.
bi® b =1seesése by =1o0u b, =1.
©b=0seesdése b=1.
©b=1seesése b=0.

I o

As provas ficam como exercicio.
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Prova de algumas propriedades basicas

Distributividade do complementar sobre a adic3o:

S(b1 @ by) = (©b1) ® (©b2)

Prova-se por casos (considerando-se os possiveis valores de cada
termo da igualdade).

Considere-se que (b @ by) = 0. Entdo, by & by = 1.

Logo, ou by =1 ou by = 1, e portanto, ou ©b; = 0 ou &by, = 0.
Conclui-se que (6b1) ® (6b2) = 0.

Considere-se que ©(b; @ by) = 1. Entdo, by ® b, = 0.

Logo, by =0 e by =0, e portanto, ©b; =1 e &by = 1.
Conclui-se que (6b1) ® (6b2) = 1.
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Propriedades da igualdade

Proposicdo 4.2

A relagcdo binaria '=" em B & uma relag3o de equivaléncia.

E muito simples mostrar que é uma relaco reflexiva, simétrica e
transitiva.

Proposicdo 4.3: A relagdo binaria '=" em B é preservada pelos
operadores

Se by = by entdo:
1. ©b; = Sb
2. bdb=bD b
3. bbb =b® by

Provam-se considerando os dois casos possiveis (b =0 ou b = 1).
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Avaliacdo de férmulas

Intuicdo
» A avaliacdo de uma férmula é feita em dada estrutura de
interpretacdo.

» Diz-se que a férmula é satisfeita pela estrutura se é avaliada
ao valor 1; sendo n3o é satisfeita.

» A avaliacdo da férmula depende da valoracdo dos seus
simbolos proposicionais e dos conectivos |6gicos nela presentes.

» A avaliacio da férmula pode variar conforme as valoracdes,
mas a avaliacdo dos conectivos é fixa (funcional).
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Satisfacdo de férmulas

Definicdo 4.4
Seja V' uma valoracdo sobre um conjunto de simbolos

proposicionais P.

A extensdo da valoracdo V ao conjunto de férmulas proposicionais
Fp é a aplicagdo V : Fp — B, definida indutivamente pelas
seguintes regras:

» para cada p € P, se p = p entdo V(¢) = V(p)
» V(L)=0

> V(pVy) = V() V(¢)

> V(pAy) = V(p) @ V(¢)

> V(g =)= (0V(p)) ® V(¥)

Diz-se que uma valoragdo V satisfaz uma férmula ¢ € Fp, relagio
denotada por V IF ¢, se V(p) = 1.
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Satisfacdo de férmulas

Terminologia e notagdo
» Se V I ¢ diz-se que  é satisfeita por V/, ou que @ é
verdadeira por V.

» Escreve-se V If ¢ quando n3o se verifica que V IF ;
diz-se que ¢ n3o é satisfeita por V, ou que  é falsa por V.
» Dado ¢ C Fp, escreve-se V I ®, se V I ¢ para cada ¢ € .
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Satisfacdo de férmulas: exercicios

Sejam p,ge Pe V:P — Btalque V(p)=1e V(q) =0

» V- pVgq, pois V(pVq)=V(p)® V(q) =1® V(q)
» VIFpAg, pois V(ipAg)=V(p)®@ V(q) =1®0=0;
» VIFp— p, pois
Vip—=p)=(©V(p))d V(p)=(c1)®l=1
» VIFg— g, pois
V(ig—q)=(eV(g) e V(q)=(e0)e0=180=1
» VIFg— p, pois
V(g—p)=(eV(g) & V(p) =(c0) &1 =1
» VIF p— gq, pois
Vip—=q)=(eV(p) @ V(g)=(©1)@0=040=0.
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Semantica informal da implicacio

Intuicdo
Uma implicagdo s6 ndo é satisfeita quando o antecedente é
verdadeiro mas o consequente falso.

E o caso do mentiroso, que promete mas ndo cumpre:

Se ganhar as eleicées faco o clube ganhar o campeonato

Intuicdo
Uma implicacdo é sempre satisfeita quando o antecedente é falso.
E o caso da “falsa” promessa (vacuosamente verdadeira):

Nas aulas ao Domingo venho sempre de fato de banho.
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Resultados sobre a Negacdo

Lema 4.3: V(—¢) =& V(p)

Definiu-se —¢ 2y ¢ — L. Entéo,

V(mp) = V(e — L) =(eV(p)) o V(L) =(eV(p) ®0 =
(eV(e)

Lema 4.4

1. VIFpseesdse VIF—p

2. VIFpseesdse VIF—p
Prova-se a primeira afirmacgdo (a prova da segunda é
semelhante).
Sentido “s6 se”: Por hipétese V I ¢, i.e., V() =0. Entdo,
V(=) = (6V(p)) = (60) =1, ou seja V Ik —p.

Sentido “se™: Por hipétese V IF =, ie., V(—¢) = 1. Entdo,
V(—p) = (6V(¢)) =1, ou seja, V(¢) =0. Logo, V Iff ¢.
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