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Estrutura de interpretacdo sobre assinatura

Definicdo 17.1
Considere-se uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF, SP).
Uma estrutura de interpretagdo sobre ¥ & um par M = (U, 1)
sendo:
» U um conjunto n3o vazio, designado por universo ou dominio
da estrutura;
» | uma funcdo, designada de interpretacdo, que a cada simbolo
de ¥ associa uma aplicacdo do seguinte modo:

» para cada n € Ny e f € SF,, tem-se I(f): U" — U,
» paracada n€ Ny e P € SP,, tem-se I(P): U" — {0,1}.
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Exemplos

Os naturais
Considere-se a assinatura ¥ = (SF, SP), onde

» SFy = {Zero}, SF1 = {Suc, Quad} e SF; = (), para i > 2;
» SP1 ={Q}, SP,={M} e SP; =0, parai=0oui>3.
A estrutura de interpretagdo M = (Np, /) sobre ¥ é definida por:

» [(Zero) =0,

» [(Suc): No — Ny é tal que I(Suc)(n) =n+1,

» /(Quad): Ng — Ny é tal que /(Quad)(n) = n x n,

» /(Q): No— {0,1} é tal que I(Q)(n) =1, se n é um
quadrado perfeito, e /(Q)(n) = 0 caso contrario,

» [(M): N3 — {0,1} é tal que I(M)(n,m)=1,se n>m, e
I(M)(n, m) = 0 caso contrario.
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Definicdes
Definicdo 17.2: Atribuicdo de X em M

» Dada uma estrutura de interpretacdo sobre uma assinatura ¥,
uma atribuicdo de X em M é uma aplicacio

p: X—=>U

que associa a cada variavel de X um elemento do universo U.
» O conjunto de todas as atribuicdes de X em M designa-se por
ATRY,.
Definicdo 17.3: Atribuicdo x-equivalente
» Dadas duas atribuicdes p, p’ de X em M, diz-se que p é
x-equivalente a p/, se p(y) = p'(y), para cada y € X\ {x}.

» Seja p[x := u] a atribuicdo x-equivalente a p que atribui o
valor u a variavel x.
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Func3o de interpretacdo de termos

Definicdo 17.4
Considere-se uma estrutura de interpretagdo M = (U, I) sobre uma
assinatura X e uma atribuigdo p € ATij,l.

A interpretacdo dos termos em M com p &€ uma func¢io
.TX
[1h: Ts = U

definida indutivamente pelas seguintes regras:
» [x]% = p(x), para x € X;
» [c]% = I(c), para c € SFy;

> [F(tr, - )% = 1O ([0] - - - [ta]y), para
feSFn, ti,...,t € T e n > 0.
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Exemplos

Ainda sobre os naturais
Considerando a estrutura de interpretacio M = (Np, /) do exemplo
anterior, e assumindo x,y € X e a atribuicdo p € ATRj\(/( tal que
p(x) =1e p(y) =2, tem-se que
» [Zero]\, = I(Zero) =0
> [Suc(x)]% = I(Suc)([x]h) = p(x) +1=1+1=2
> [Quad(y)Ily = I(Quad)(Iylh) = py) x p(y) =2x2=4
> [Quad(Suc(x)), = (Quad)([Suc(x)]},) = I(Quad)(2) =
2x2=4
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Avaliacdo de férmula

Considere-se uma estrutura de interpretagdo M = (U, I) sobre uma
assinatura ¥ e uma atribuicdo p € ATR/)f,l

Defini¢do 17.5: []4,: FF — {0,1}

A avaliagio de uma férmula ¢ € F& por M com p & a fungdo
definida indutivamente pelas seguintes regras:

[P = I(P). para cada P € SPy

[P(t1, ... ta)] = I(P)([t:]%: - - - [ta]4). Para cada
PeSP,, ti,....,tn € T¥ e n>0

[ Vv olh, = [l @ [¥10
[ A1 = [eli @ [¥10
[ — ¥1% = Slely © [¥1h

v

v

v

v

v

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa Légica Computacional



Avaliagdo de férmula (continuagio)

Definicdo 17.5: [14,: F¥ — {0,1}
A avaliacdo de uma férmula ¢ € F}%( por M com p é a funcdo
definida indutivamente pelas regras anteriores e pelas seguintes:

» [Vx¢] =1 se para todo o u € U se tem |[<p]]’/’\[/’l“:“] =1le
[vx 90]]5\4 =0 se para algum u € U se tem [[gp]]ﬁ[/){::”] =0

» [3x¢]fi = 1 se para algum v € U se tem |[g0]]§\[/)‘<::u] =1le
[3x 90]]5\4 =0 se para todo o u € U se tem ﬂgp]]i[:l(::u] -0

Relacdo de satisfacdo

» Uma férmula ¢ € FX é satisfeita por M com p, i.e.,
M.plF g, se [elf, = 1.
» Se [¢]i, = 0 diz-se que a férmula ndo é satisteita por M com

p, e, M plf o
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Modelo de férmula

Por vezes as variaveis ndo desempenham um papel relevante.

Definicdo 17.6

Uma estrutura de interpretacdo M diz-se um modelo de uma
féormula ¢ € Fg, o que se denota por M I ¢, se para cada
pE ATij,[ se tem M, p I .

Observacdes

» Os conceitos anteriores estendem-se naturalmente a conjuntos
de férmulas.

» M,plk—p seesése M,plf .

> M- —p se esése MIFp.
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Exemplos

De novo sobre os naturais
Considerando a estrutura de interpretagdo M = (Np, /) do exemplo
anterior, e assumindo x,y € X e a atribui¢do p € ATRj\(,[ tal que

p(x) =1e p(y) =2, tem-se que
» M, plk Q(Zero) pois como 0 é um quadrado perfeito,

[Q(Zero)I} = 1(Q)([Zero] () = 1(Q)(/(Zero)) = 1(Q)(0) = 1
» M, plff M(x,y) pois como 1 ndo & maior que 2,

MO ) = TIM)(IXD IIR) = 1(M)(p(x), p(y)) = 1>2=0
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Exemplos

De novo sobre os naturais (continua¢do do exemplo anterior)

M, p I Q(Suc(x)) AN M(Quad(Suc(y)), Suc(x))
pois como 2 n3o & um quadrado perfeito, M, p I Q(Suc(x)):

[Q(SucONIM = H@)([Suc()R)
= (@)U (Sue)(IxI4)
= 1(Q)(/(Suc)(p(x))
= Q)1 +1)=1(Q)(2)=0

Logo,
[Q(Suc(x)) A M(Quad(Suc(y)), Suc(x))]’h =
[Q(Suc(x))]1 ® [IM(Quad(Suc(y)), Suc(x))]1, =0
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Exemplos

Ainda sobre os naturais (continuagdo do exemplo anterior)

M, p IF ¥x Q(x) pois nem todos os naturais sdo quadrados
perfeitos.

Tomando por exemplo 5 para valor de x tem-se que
M, p[x := 5] IF Q(x), porque

[QEIIE = = QUML) = 1(Q)(plx == 5](x)) = I(Q)(5) = 0
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Exemplos

Ainda sobre os naturais (continuagdo do exemplo anterior)
M, p - Q(Zero) A Ix M(x, Zero) pois

> ja vimos que M, p IF Q(Zero); e

» vamos mostrar que M, p IF Ix M(x, Zero).

M, p[x := 4] I+ M(x, Zero), porque

[M(x. Zero) Iy =1 = (M)Al =, [Zero] ) =
I(M)(p[x := 8](x), I(Zero)) =
4>0=1

Logo,
[Q(Zero) A3x M(x, Zero)]}, =1®1=1
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Exemplos

Continuando com os naturais
Considerando sempre a estrutura de interpretagdo M = (Np, /),
mostra-se agora que M IF Vx Q(Quad(x)).

Para qualquer p € ATRY, tem-se que M, p I Vx Q(Quad(x)),
uma vez que para qualquer n € Ny se tem que

[vx Quad(x)]%, = 1(Q)([Quad(x)]’L=")

(Q)(

= 1(Q)(I(Quad)([xIE="))
= 1(Q)(/(Quad)(p[x := n](x)))
= 1(Q)(nxn)

= 1
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Formulas contraditérias, possiveis e validas

Definicdo 17.7
Uma férmula ¢ € FX diz-se:
» possivel, se existe uma estrutura de interpretacio M sobre
uma assinatura ¥~ e uma atribuicdo p € ATRj(V[ tal que
M, plEp;
» contraditéria, se n3o é possivel;
» valida, o que se denota por |= ¢, se qualquer que seja a
estrutura de interpretacdo M sobre uma assinatura ¥ se tem
que M I .
Os conceitos estendem-se naturalmente a conjuntos de férmulas.
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Consequéncia semantica e equivaléncia de férmulas

Definicdo 17.8

» Sendo ® C FX, a férmula ¢ € Fé diz-se consequéncia
seméntica do conjunto de férmulas @, o que se denota por
® |= ¢, se para toda a estrutura de interpretagdo M sobre
uma assinatura X e para cada atribuicdo p € ATRf\(,l se tem
que se M, pIF ® entdo M, p IF ;

» As férmulas ¢, € F% dizem-se logicamente equivalentes, o
que se denota por ¢ = 1), se para toda a estrutura de
interpretacdo M sobre uma assinatura ¥ e para cada
atribuicdo p € ATRj\(A se tem que M, p Ik ¢ se e s6 se
M, p .

Os conceitos estendem-se naturalmente a conjuntos de férmulas.
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Resultados

Lema 17.1: Propriedades da consequéncia semantica

A consequéncia semantica € uma ordem parcial.

Lema 17.2: Propriedades da equivaléncia légica

1. E uma relacdo de equivaléncia.

2. E preservada pelos operadores da l6gica de primeira ordem.
3. E substitutiva

Logo, a equivaléncia légica na primeira ordem é uma congruéncia
(Corolario 17.1).
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