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Introdugdo
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Motivacdo
Descrigdo informal

Necessidade de uma linguagem mais rica

Limitacdes da Légica Proposicional

» Apenas compde assercdes com os operadores de negacio,
disjun¢do, conjuncdo e implicag3o.

v

Trata declaracées que n3o envolvam estes operadores como
atdmicas, por muito elaboradas que sejam.

v

N3o permite expressar constantes, propriedades, funcdes.

v

Quer-se raciocinar sobre factos como:
» 3<90u3?=9
» VneNgn>0ouVx,y e NIze N (x?+ y? = z?)
» Todo o homem é mortal ou Nenhum homem é mortal ou
Algum homem é mortal ou Algum homem n3o é mortal
» Qualquer estudante é mais novo que algum professor

v

A Légica Proposicional representa estas asser¢cdes como
basicas (um simbolo proposicional, p).
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Introdugdo
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Motivacdo
Descrigdo informal

Légica de Primeira Ordem

Ingredientes: os da Légica Proposicional, mais
Termos

» Constantes: representam elementos concretos de conjuntos
(ou universos).
Exemplos: 3 (um natural), 1.5 (um racional), Sécrates (um
homem)

» Variaveis: representam elementos arbitrarios de conjuntos.
Exemplos: n,m, x,y, x

» Fungdes: compdem constantes e variaveis com operadores
para fazer determinado calculo.
Exemplos: Suc(n)=n+1, Quad(x)=x
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Introdugdo
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Motivacdo
Descrigdo informal

Légica de Primeira Ordem

Ingredientes: os da Légica Proposicional, mais termos mais
Novas férmulas

» Predicados: expressam propriedades (como relagdes).
Exemplos: 2 =1+ 1, 2 > 3, Mortal(Sécrates),
Estudante(Pedro), Professor(Anténio), Mais_novo(x,y)

» Foérmulas com quantificadores (universal e existencial):
identificam todos ou alguns elementos de um conjunto com
dada propriedade.

» VYm Mortal(m) ou 3m—=Mortal(m)
» Vx(Estudante(x) — (Jy(Professor(y) A Mais_novo(x,y))))
» Ve>030>0Vx (]x—al <d — |f(x)—b| <e)
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Introdugio
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Assinatura, alfabeto e termos
Linguagem de primeira ordem

Que simbolos usar?

Definicdo 15.1: Assinatura
Uma assinatura de primeira ordem é um par de conjuntos
Y = (S8F, SP) sendo:

» SF = {SFi}icn,, onde cada SF; é um conjunto de simbolos de
funcdo de aridade i e em SF os conjuntos sdo disjuntos dois a
dois.

» SP = {SP;}iecn,. onde cada SP; & um conjunto de simbolos de
predicado de aridade i e em SP os conjuntos sdo disjuntos dois
a dois.

Os simbolos em SFg chamam-se constantes;
Os simbolos em SPy chamam-se simbolos proposicionais.
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Introdugio
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Assinatura, alfabeto e termos
Linguagem de primeira ordem

Uma assinatura

Exemplo
» SF = {SFi}ieNoy com
» SFy = {Zero}
» SF; = {Suc}
» SF, = {Plus}
» SF; =), paratodoo />3

» SP = {SP;}icn,, com
> 5P1
> 5P2

0
{:7>v<}
=, paratodooi=0o0ui>3

Predicados s3o relacdes, mas podem ser vistos como funcdes para

{0,1}.
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Introdugio
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Assinatura, alfabeto e termos
Linguagem de primeira ordem

Alfabeto

Definicdo 15.2: Alfabeto de primeira ordem sobre ¥ e X

Dada uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF, SP) e um
conjunto numeravel X de varidveis, o alfabeto de primeira ordem
sobre . e X, denotado por A/f;f, é constituido por:

» cada um dos elementos de SF;, para cada i € Np;

v

cada um dos elementos de SP;, para cada i € Ny;

v

cada um dos elementos de X;

v

o simbolo L (falso, contradigdo ou absurdo);

» os conectivos disjunc¢do, V, conjuncdo, A e implicacdo, —;

v

os quantificadores universal, V, e existencial, 3;

v

o simbolo , e os parénteses esquerdo e direito, (e ).
Assume-se que X N SF; =0 e X N SP; = (), para cada i € Ny
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Introdugio
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Assinatura, alfabeto e termos
Linguagem de primeira ordem

Termos

Definicdo 15.3: Conjunto de termos induzidos por uma
assinatura
O conjunto de termos induzidos por Alf)z(, denotado por TZ, é
definido indutivamente pelas seguintes regras.

» CONST: c € Tg, para cada ¢ € SFy;

» VAR: x € Tg, para cada x € X;

» FUN:se ty,...,t, € T% entdo f(ty,...,ty) € T% para cada

f € SF,, com n > 0.

Exemplos
Considere-se a assinatura do exemplo anterior e assuma-se x € X.
» Por CONST, tem-se que Zero € Té, pois, Zero € SFy.
» Como x € T (por VAR), entdo Suc(x) € T por FUN, pois
Suc € SF;.
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Assinatura, alfabeto e termos
Linguagem de primeira ordem

Suc(Plus(x, Zero)) € T & um termo

_xeX (VAR) _Zero € SFo (CONST)
x € T Zero € T§ Plus € SF,

(FUN)
Plus(x, Zero) € T

Suc € SF;

Suc(Plus(x, Zero)) € T¥



Introdugio
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Assinatura, alfabeto e termos
Linguagem de primeira ordem

Definicdo 15.4: conjunto F¥

. . . . X
Linguagem de primeira ordem induzida por Alf§

A linguagem das férmulas de primeira ordem induzida por Alf )z(
denotada por FZ, é definida indutivamente pelas seguintes regras.

» PROP: P ¢ Fé, para cada P € SP;
» BOT: 1 e Fé;

» PRED:se ty,...,t, € Tg entdo P(ty,...,t,) € F% para cada
P ¢ SP,, com n > 0;

> DIS: se 1) € FX entdo (¢ V) € FE;

» CON: se p,7) € F¥ entdo (p AY) € FE;

> IMP: se ¢, € F¥ entdo (¢ — ) € FY;

» UNIV:se x € X e ¢ € F¥ entdo (Vx¢) € F5;
» EXIST:se x € X e p € FX entdo (3x p) € FE.

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa Légica Computacional
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Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Assinatura, alfabeto e termos
Linguagem de primeira ordem

Exemplos de expressées que ndo sdo férmulas de primeira
ordem

Sejam x é uma variavel, f uma fung¢do, P e @ predicados e ¢ uma
férmula.
» Funcdes ndo sio férmulas:

Suc(x) e (Suc(Zero) V Suc(Suc(Zero)))

n3o sdo férmulas de primeira ordem.
» Argumentos das funcdes e dos predicados sdo termos:

Q(f(P(x))), P(¥), e P(Q(x))

ndo sdo féormulas de primeira ordem.
» Quantificam-se variaveis, ndo funcdes, predicados ou férmulas:

VxVF.P(f(x)), VxVYP.P(Q(x)), e V(¢ V P(x))

ndo sio férmulas de primeira ordem.
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Introdugdo Significado intuitivo dos ingredientes
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem Tradugdo
Representagdo da linguagem natural Predicados vs Fungdes

O que representam os termos e férmulas?

» Constantes referem entidades concretas.

» Variaveis referem entidades arbitrarias.

» Funcdes expressam calculo.

> Relagdes expressam predicados (propriedades).

» Quantificador universal expressa uma assercdo sobre todas as
entidades (de um conjunto).
Captura ideias como “todo”, “qualquer”, “cada um”, etc.

» Quantificador existencial expressa uma assercio sobre algumas
entidades (de um conjunto).
Captura ideias como “algum”, “pelo menos um”, “existe um”, ...

Férmulas sdo assercées sobre as entidades representadas pelos
termos.
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Introdugdo Significado intuitivo dos ingredientes
Sintaxe da Légica de Primeira Ordem Tradugdo
Representagdo da linguagem natural Predicados vs Fungdes

Da linguagem natural para légica de primeira ordem

Exemplos
» "“O Jodo & uma crianga” escreve-se C(Jo&o);
“A Ana é m&e do Jodo" escreve-se M(Ana,Jodo);
“O Jodo é mais novo que a Ana" escreve-se N(Jo&o,Ana);

» “Qualquer crianca € mais nova que a sua mie" escreve-se
Vx ¥y (C(x) A M(y, x)) = N(x,y)
» “A fungdo f é sobrejectiva” escreve-se
Vyaxf(x)=y

» “O conjunto tem pelo menos trés elementos diferentes”
escreve-se

Ix3y3z(~(x =y) A ~(x = 2) A=(y = 2))
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Funcdes ou predicados: uma questdo de escolha

“Os filhos de meu pai sdo meus irm&os”

» “Pai"” como predicado.
Dada uma assinatura X = (SF, SP), com

» eu € SFy
» SP,={F,Il,P}

obtém-se a formulacdo
VxVy((P(x,eu) A F(y,x)) — I(y, eu))

» “Pai” como fun¢do (“Pai de” & uma relagdo univoca).
Dada uma assinatura ¥ = (SF, SP), com
» euc SFpe Pe SH
» SP,={l,F}

obtém-se a formulacdo

Vx(F(x, P(eu)) — I(x, eu))
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