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objectivo

na aula de hoje, concentramo-nos sobre
a compilacão das linguagens funcionais

vamos em particular explicar
• a compilacão das funcões como valores de primeira classe
• a optimizacão das chamadas terminais
• o filtro (pattern matching)
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funcões como valores de primeira classe
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fragmento de OCaml

consideramos um mini-fragmento de OCaml

e ::= c
| x
| fun x → e
| e e
| let [rec] x = e in e
| if e then e else e

d ::= let [rec] x = e

p ::= d . . . d
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funcões aninhadas

como no mini-pascal, as funcões podem ser aninhadas

let soma n =
let f x = x * x in
let rec ciclo i =

if i = n then 0 else f i + ciclo (i+1)
in
ciclo 0

e o porte estático é o mesmo
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ordem superior

mas é igualmente possível passar funcões como argumentos

let square f x = f (f x)

e retornar funcões

let f x = if x < 0 then fun y -> y - x else fun y -> y + x

em particular aplicacões parciais

let f x =
let g y = x * y in g

neste ultimo caso, o valor devolvido por f é uma funcão que utiliza x mas
a tabela de activacão de f acaba precisamente de terminar !

não podemos assim compilar funcões como no caso de Pascal
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fecho

a solucão consiste em utilizar um fecho, isto é, uma estrutura de dados
alocada na heap (para poder sobreviver às chamadas de funcão) contendo
• um apontador para o código da funcão por chamar
• o valor das variáveis susceptíveis de ser utilizado por este código ; esta
parte do fecho é designado de ambiente

P. J. Landin, The Mechanical Evaluation of
Expressions,
The Computer Journal, 1964

SMDS DLPC aula 8 7



variáveis do ambiente

quais são, precisamente, as variáveis que devem constar do ambiente do
fecho representando fun x → e ?

são as variáveis livres de fun x → e

lembrete : o conjunto das variáveis livres de uma expressão calcula-se da
seguinte forma

fv(c) = ∅
fv(x) = {x}

fv(fun x → e) = fv(e) \ {x}
fv(e1 e2) = fv(e1) ∪ fv(e2)

fv(let x = e1 in e2) = fv(e1) ∪ (fv(e2) \ {x})
fv(let rec x = e1 in e2) = (fv(e1) ∪ fv(e2)) \ {x}
fv(if e1 then e2 else e3) = fv(e1) ∪ fv(e2) ∪ fv(e3)
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exemplo

consideremos o programa seguinte que aproxima
∫ 1
0 xndx

let rec pow i x = if i = 0 then 1. else x *. pow (i-1) x

let integrate_xn n =
let f = pow n in
let eps = 0.001 in
let rec sum x =

if x >= 1. then 0. else f x +. sum (x +. eps) in
sum 0. *. eps
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exemplo

facamos aparecer a construcão fun explicitamente e examinemos os
diferentes fechos

let rec pow =
fun i ->

fun x -> if i = 0 then 1. else x *. pow (i-1) x

• o primeiro fecho, fun i ->, o ambiente {pow}
• no segundo, fun x ->, vale {i, pow}
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exemplo

let integrate_xn = fun n ->
let f = pow n in
let eps = 0.001 in
let rec sum =

fun x -> if x >= 1. then 0. else f x +. sum (x+.eps) in
sum 0. *. eps

• para fun n ->, o ambiente vale {pow}
• para fun x ->, o ambiente vale {eps, f, sum}
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representacão do fecho

o fecho pode ser representado da forma seguinte :
• um único bloco na heap, em que :
• o primeiro campo contém o endereco do código
• os campos seguintes contemplam os valores das variáveis livres, e
unicamente essas

(outras solucões são possíveis : o ambiente num segundo bloco ; fechos em
cadeia (em lista ligada) ; fecho contendo todas as variáveis ligadas ao
ponto da criacão)
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exemplo

let rec pow i x = if i = 0 then 1. else x *. pow (i-1) x
let integrate_xn n =

let f = pow n in
let eps = 0.001 in
let rec sum x = if x >= 1. then 0. else f x +. sum (x+.eps) in
sum 0. *. eps

pow code

sum code
0.001

f

code
n

pow

i
pow

sum

eps

f
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compilacão

uma forma relativamente simples de compilar fechos consiste em proceder
em dois passos
1. procuramos no código todas as construcões fun x → e e e

substituímo-las com uma operacão explícita de construcão de fecho

clos f [y1, . . . , yn]

onde os yi são as variáveis livres de fun x → e e f o nome dado a
uma declaracão global de funcão da forma

letfun f [y1, . . . , yn] x = e ′

onde e ′ é obtido a partir de e por remocão recursiva das construcões
fun (closure conversion)

2. compila-se o código obtido, que não contém mais nenhuma declaracão
da forma letfun
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exemplo

no caso do exemplo anterior, isso dá

letfun fun2 [i,pow] x =
if i = 0 then 1. else x *. pow (i-1) x

letfun fun1 [pow] i =
clos fun2 [i,pow]

let rec pow =
clos fun1 [pow]

letfun fun3 [eps,f,sum] x =
if x >= 1. then 0. else f x +. sum (x +. eps)

letfun fun4 [pow] n =
let f = pow n in
let eps = 0.001 in
let rec sum = clos fun3 [eps,f,sum] in
sum 0. *. eps

let integrate_xn =
clos fun4 [pow]
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implementacão

antes
type var = string

type expr =
| Evar of var
| Efun of var * expr
| Eapp of expr * expr
| Elet of var * expr * expr
| Eif of expr * expr * expr
| ...

type decl = var * expr

type prog = decl list

depois

type var =
| Vglobal of string
| Vlocal of int
| Vclos of int
| Varg

type expr =
| Evar of var
| Eclos of string * var list
| Eapp of expr * expr
| Elet of int * expr * expr
| Eif of expr * expr * expr
| ...

type decl =
| Let of string * expr
| Letfun of string * expr

type prog = decl list
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implementacão

em particular, um identificador pode representar
• Vglobal s : uma variável global (introduzida por let) com nome s

• Vlocal n : uma variável local (introduzida por let in),
na posicão n na tabela de activacão

• Vclos n : uma variável contida no fecho, na posicão n

• Varg : o único argumento da funcão (o x de fun x -> e)

a analise de porte pode ser aplicada em conjunto com a explicitacão dos
fechos
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esquema de compilacão

cada funcão tem um argumento único (Varg), que passaremos pelo registo
%rdi

o fecho será passado via %rsi

a tabela de activacão assemelha-se ao
seguinte, onde v1, . . . , vm são as
variáveis locais

é integralmente construído pelo callee

endereco retorno
%rbp → %rbp salvaguardado

v1
...
vm
...
↓
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compilacão

expliquemos agora como compilar
• a construcão de um fecho Eclos(f , l)
• uma chamada de funcão Eapp(e1, e2)
• o acesso a uma variável Evar x

• uma declaracão de funcão Letfun(f , e)
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construcão de um fecho

para compilar a construcão

Eclos(f , [y1, . . . , yn])

procedemos da seguinte forma
1. alocamos um bloco de tamanho n + 1 na heap (com malloc)
2. arquivamos o endereco de f no campo 0

(f é uma etiqueta no código e obtemos o seu endereco com $f )
3. arquivamos os valores das variáveis y1, . . . , yn nos campos 1 a n

4. retornamos o apontador para o bloco

nota : assumimos a existência do GC que tratará de libertar este bloco
quando possível (o funcionamento dum GC será explicado mais adiante)
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chamada de funcão

para compilar uma chamada da forma

Eapp(e1, e2)

procedemos da seguinte forma
1. compilamos e1 no registo %rsi

(o seu valor é um apontador p1 para um fecho)
2. compilamos e2 no registo %rdi

3. chamamos a funcão cujo endereco está no primeiro campo do fecho,
com call *(%rsi)
(salto para um endereco calculado, indirecto)
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accesso a uma variável

para compilar um acesso a uma variável

Evar x

distinguimos quarto casos, consoante o valor de x

• Vglobal s : o valor encontra-se no endereco dado pela etiqueta s

• Vlocal n : o valor encontra-se no endereco dado por n(%rbp)
• Vclos n : o valor encontra-se no endereco dado por n(%rsi)
• Varg : o valor encontra-se em %rdi
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declaracão de funcão

finalmente, para compilar a declaracão

Letfun(f , e)

procedemos como para uma habitual declaracão de funcão

1. alocamos uma tabela de activacão que contém em particular o espaco para
as variáveis locais de e

2. salvaguarda-se ali %rbp e posiciona-se %rbp

3. avaliamos e

• em particular, procuramos o valor de yi no ambiente, cujo endereco é
dado pelo primeiro argumento ($a0)

• o valor de x é directamente dado pelo segundo argumento ($a1)

4. restabelecemos %rbp e desalocamos a tabela de activacão

5. executamos ret
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optimizacão

é dispendioso criar os fechos intermédios numa chamada onde n
argumentos são fornecidos

f e1 . . . en

e onde a funcão f é definida por

let f x1 . . . xn = e

uma chamada « tradicional » poderia ser aqui feita, onde todos os
argumentos são passados de uma vez

Por outro lado, uma aplicacão parcial de f produziria um fecho

OCaml faz esta optimizacão ; sobre código de « primeira ordem » obtemos
a mesma eficiência do que no caso de uma linguagem não funcional.
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optimizacão

uma outra optimizacão é possível : quando sabemos que um fecho não irá
sobreviver à funcão na qual foi criada, esta pode ser alocada na pilha no
lugar da heap.

é o caso do fecho para f em

let integrate_xn n =
let f = ... in
let eps = 0.001 in
let rec sum x = if x >= 1. then 0. else f x +. sum (x+.eps) in
sum 0. *. eps

mas para assegurar que esta optimizacão é possível, é necessário efectuar
uma optimizacão não trivial (escape analysis)
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outras linguagens de programacão

encontramos fechos noutras linguagens de programacão como, por exemplo

• Java, desde 2014 na versão 8
• C++, desde 2011 na versão C++11

nestas linguagens, as funcões anónimas são conhecidas por lambdas
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os fechos no java 8

uma funcão é um objecto como qualquer outro, dispondo de um método
apply

LinkedList<B> map(LinkedList<A> l, Function<A, B> f) {
... f.apply(x) ...

}

uma funcão anónima é introduzida via o operador ->

map(l, x -> { System.out.print(x); return x+y; })

o compilador contrói um objecto fecho (que captura aqui a variável livre y)
que contempla um método apply
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os fechos no c++

uma funcão anónima é introduzida com a sintaxe []

for_each(v.begin(), v.end(), [y](int &x){ x += y; });

podemos especificar as variáveis capturadas no fecho (aqui y)

podemos especificar uma captura por referência (aqui, de s)

for_each(v.begin(), v.end(), [y,&s](int x){ s += y*x; });
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optimizacão das chamadas terminais
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chamadas terminais

Definicão
Dizemos que uma chamada (f e1 . . . en) que aparece no corpo de uma
funcão g é terminal (tail call) se é a última coisa que g calcula antes de
retornar o seu resultado.

por extensão, podemos que uma funcão é recursiva terminal (tail
recursive function) se se trata de uma funcão recursiva cujas chamadas
recursivas são todas chamadas terminais
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chamadas terminais e funcões recursivas

a chamada terminal não é necessariamente uma chamada recursiva

let g x = let y = x * x in f y

dentro de uma funcão recursiva podemos ter chamadas recursivas terminais
e outras que não o são

let rec f91 n =
if n <= 100 then f91 (f91 (n + 11)) else n - 10

SMDS DLPC aula 8 31



compilacão

que interesse do ponto de vista da compilacão ?

podemos destruir a tabela de activacão da funcão onde se encontra a
chamada antes de fazer a chamada, visto que não ser mais utilizada

melhor, podemos reutilizá-la para a chamada terminal que devemos fazer
(em particular, o endereco de retorno aí arquivado continua a ser o
endereco certo)

dito de outra forma, podemos fazer o salto (jump) em vez de uma
chamada (call)
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exemplo

consideremos

let rec fact acc n =
if n <= 1 then acc else fact (acc * n) (n-1)

uma compilacão clássica dá

fact:
movq $1, %rdx
cmpq %rdx, %rsi
jle L0 # n <= 1 ?
imulq %rsi, %rdi # acc <- acc * n
decq %rsi # n <- n - 1
call fact
ret

L0: movq %rdi, %rax
ret
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exemplo

optimizando a chamada terminal, obtemos

fact: movq $1, %rdx
cmpq %rdx, %rsi
jle L0 # n <= 1 ?
imulq %rsi, %rdi # acc <- acc * n
decq %rsi # n <- n - 1
jmp fact

L0: movq %rdi, %rax
ret
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exemplo

o resultado é assim um ciclo

o código é de facto idêntico ao código obtido por uma compilacão de um
programa C de forma

while (n > 1) {
acc = acc * n;
n = n - 1

}

e isto, sem que hajam construcões imperativas na linguagem considerada !
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consequência

o programa obtido é mais eficiente

em particular porque acedemos menos à memória (não se utiliza mais nem
call nem ret)
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outra consequência

o espaco utilizado na pilha torna-se constante

em particular, evita-se os stack overflow que resultariam de um número
demasiado grande de chamadas recursivas aninhadas.

Stack overflow during evaluation (looping recursion?).

Fatal error: exception Stack_overflow

Exception in thread "main" java.lang.StackOverflowError

Segmentation fault

etc.
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nota

é importante notar que a nocão de chamada terminal

• não é específica das linguagens funcionais (não lhe são próprias)
⇒ a sua compilacão pode ser optimizada no contexto de qualquer
linguagem
(por exemplo, gcc -O2 realiza tal optimizacão)

• não está ligada a recursividade
(mesmo se é verdade que os casos de stack overflow são muitas vezes
causados por funcões recursivas)
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uma aplicacão

exercício dado o seguinte tipo das árvores binárias

type ’a tree = Empty | Node of ’a tree * ’a * ’a tree

escrever uma funcão que calcula a altura de uma árvore

val height: ’a tree -> int

requisito implícito: deve funcionar para qualquer árvore
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uma dificuldade

o código natural

let rec height = function
| Empty -> 0
| Node (l, _, r) -> 1 + max (height l) (height r)

provoca um erro de transbordamento de pilha (em inglês, stack overflow)
quando aplicada a árvores de grande tamanho
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uma solução

em vez de calcular a altura a de uma árvores, calculemos a(k) para uma
função k qualquer, designada de continuação
esta continução captura a noção de: o que fazer a seguir

val height = ’a treee -> (int -> ’b) -> ’b

este estilo de programação é conhecido por

programação por continuações (continuation
passing style, em inglês)

o programa visado deduz-se com a continuação
identidade, isto é,
height t (fun a -> a)
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qual é o interesse?

o código tem então a seguinte forma

let rec height t k = match t with
| empty ->

k 0
| Node (l, _, r) ->

height l (fun hl ->
height r (fun hr ->
k (1 + max hl hk)))

constatamos que todas as chamadas a height e k são chamadas terminais

o cálculo de height faz-se en consequência usando
espaço em pilha constante!
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explicação

substituimos o espaço na pilha por espaço na heap

este é utilizado pelos fechos (das continuações)

o primeiro fecho integra r e k, o segundo hl e k
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uma nota

obviamente, há outras soluções, ad-hoc, para calcular a altura de uma
árvore sem que estas provocam stack overflow

por exemplo na base de um percurso em
profundidade

existam igualmente outras soluções se o tipo das
árvores é mais complexo (árvores mutáveis,
altura arquivada nos nodos, apontadores para os
nodos pais, etc.)

mas a solução baseada no CPS tem o mérito de
ser mecânica
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uma última questão

e se a linguagem optimiza as chamadas recursivas mas não dispõe do
mecanismo de funções anónimas (como a linguagem C, por exemplo)

basta construir explícitamente “à mão” os fechos
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fecho à medida

podemos até fazê-lo com base num tipo ad-hoc

enum kind { Kid, Kleft, Kright };

struct Kont {
enum kind kind;
union { struct Node *r; int hl; };
struct Kont *kont;

};

e uma função para a aplicar

int apply(struct Kont *k, int v) { ... }

está técnica tem por nome defoncionalização
(Reynolds, 1972 - reeditado em 1998)
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filtro
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o filtro de ML

nas linguagens funcionais encontramos em geral uma construcão chamada
filtro (ou ainda concordância de padrão, ou pattern-matching em inglês),
utilizada nas
• definicões de funcões

function p1 → e1 | . . . | pn → en

• nas condicionais generalizadas

match e with p1 → e1 | . . . | pn → en

• nos gestores de excepcões

try e with p1 → e1 | . . . | pn → en
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o filtro de ML

objectivo do compilador : transformar estas construcões de alto nível para
sequências de testes elementares (testes de constructores e comparacões
de valores constantes) e acesso a campos de valores estruturados

no que se segue, consideramos a construcão

match x with p1 → e1 | . . . | pn → en

(para a qual é fácil chegar, com a ajuda de um let)
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motifs

um padrão (pattern) é definido pela sintaxe abstracta

p ::= x | C (p, . . . , p)

onde C é um constructor, que pode ser
• uma constante tal que false, true, 0, 1, "hello", etc.
• um constructor constante de tipo soma, tal que [] ou por exemplo
Empty declarado por type t = Empty | ...

• um constructor de aridade n ≥ 1 tal que :: ou por exemplo Node
declarado por type t = Node of t * t | ...

• um constructor de n-tuplos, com n ≥ 2
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padrões lineares

Definicão (padrão linear)

Dizemos que um padrão p é linear se toda variável aparece no máximo
uma vez em p.

exemplo : o padrão (x , y) é linear, mas (x , x) não o é

nota : OCaml só admite padrões não lineares nos padrões OU

# let (x,x) = (1,2);;

Variable x is bound several times in this matching

# let x,0 | 0,x = ...;;

na sequência desta exposicão, consideraremos somente padrões lineares (e
assim, não são considerados padrões OU)
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padrões e valores

os valores aqui considerados são aqui

v ::= C (v , . . . , v)

onde C designa o mesmo conjunto de constantes e de construtores que os
que são considerados na definicão dos padrões

Definicão (filtro)

Dizemos que um valor v filtra um padrão p se existe uma substituicão σ
de variáveis por valores tais que v = σ(p).

nota : podemos supor igualmente que o domínio de σ, isto é o conjunto das
variáveis x tais que σ(x) 6= x , está incluído no conjunto das variáveis de p
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resultado

é óbvio que todo o valor filtra p = x (basta considerar σ tal que σ(x) = v) ;
mais,

Proposicão
Um valor v filtra p = C (p1, . . . , pn) se e só se v é da forma v = C (v1, . . . , vn)
com vi que filtra pi para todo i = 1, . . . , n.

demonstracão :

• seja v que filtra p ; temos então v = σ(p) para um certo σ, seja
v = C (σ(p1), . . . , σ(pn)) e definimos então vi = σ(pi )

• de forma recíproca, se vi filtra pi para todo i , então existe σi tais que
vi = σi (pi ) ; como p é linear, os domínios dos σi disjuntos entre si e temos
então σi (pj) = pj se i 6= j

definindo σ = σ1 ◦ · · · ◦ σn, temos σ(pi ) = σ1(σ2(. . . σn(pi )) . . . )
= σ1(σ2(. . . σi (pi )) . . . )
= σ1(σ2(. . . vi ) . . . )
= vi

logo

σ(p) = C (σ(p1), . . . , σ(pn)) = C (v1, . . . , vn) = v �
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filtro com escolha múltipla

Definicão
No filtro

match x with p1 → e1 | . . . | pn → en

se v é o valor de x , dizemos que v filtra o caso pi se v filtra pi e se v não
filtra pj para todo o j < i .

O resultado do filtro é então σ(ei ), onde σ é a substituicão tal que
σ(pi ) = v .

se v não filtra nenhum pi , o filtro resulta num erro de execucão (excepcão
Match_failure em OCaml)
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compilacão do filtro

consideremos um primeiro algoritmo de compilacão do filtro

assumimos que dispomos de
• constr(e), que retorna o constructor do valor e,
• #i (e), que retorna a sua i-ésima componente

ou seja, se e = C (v1, . . . , vn) então constr(e) = C e #i (e) = vi

nota : já vimos como os valores de OCaml estavam representados,
deduz-se daí como implementar estas funcões
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compilacão do filtro

comecamos pela compilacão de uma linha de filtro

code(match e with p → action) = F (p, e, action)

onde a funcão de compilacão F está definida da seguinte forma :

F (x , e, action) =
let x = e in action

F (C , e, action) =
if constr(e) = C then action else error

F (C (p), e, action) =
if constr(e) = C then F (p, #1(e), action) else error

F (C (p1, . . . , pn), e, action) =
if constr(e) = C then
F (p1, #1(e),F (p2, #2(e), . . .F (pn, #n(e), action) . . . )

else error
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exemplo

consideremos por exemplo

match x with 1 :: y :: z -> y + length z

a sua compilacão devolve o (pseudo-)código seguinte :

if constr(x) = :: then
if constr(#1(x)) = 1 then

if constr(#2(x)) = :: then
let y = #1(#2(x)) in
let z = #2(#2(x)) in
y + length(z)

else error
else error

else error

nota : #2(x) é calculada várias vezes ⇒ poderíamos introduzir os let
necessários na definicão de F para remediar esta situacão
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demonstracão de correccão

mostremos que se e
?→ v então

F (p, e, action)
?→ σ(action) se existe σ tal que v = σ(p)

F (p, e, action)
?→ error senão

demonstracão : por recorrência sobre p

• p = x ou p = C : trivial.

• p = C (p1, . . . , pn) :
• se constr(v) 6= C , não existe σ tal que v = σ(p) e

F (C (p1, ..., pn), e, action) = error

• se constr(v) = C , temos v = C (v1, . . . , vn) ; σ tal que v = σ(p) existe
se e só se existem σi tais que vi = σi (pi )

se um dos σi não existe, então a chamada F (pi , #i (e), . . . ) se reduz
para error e F (p, e, action) igualmente
se todos os σi existem, então por hipótese de inducão

F (p, e, action) = F (p1, #1(e),F (p2, #2(e), . . .F (pn, #n(e), action) . . . )
= F (p1, #1(e),F (p2, #2(e), . . . σn(action)) . . . )
= σ1(σ2(. . . σn(action) . . . )) = σ(action) �
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filtrar várias linhas

para filtrar várias linhas, substituímos error pela passagem à linha seguinte

code(match x with p1 → e1 | . . . | pn → en) =
F (p1, x , e1,F (p2, x , e2, . . .F (pn, x , en, error) . . . ))

onde a funcão de compilacão F é agora definida por :

F (x , e, successo, falha) =
let x = e in successo

F (C , e, successo, falha) =
if constr(e) = C then successo else falha

F (C (p1, . . . , pn), e, successo, falha) =
if constr(e) = C then
F (p1, #1(e),F (p2, #2(e), . . .F (pn, #n(e), successo, falha) . . . , falha)

else falha
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exemplo

a compilacão de

match x with [] -> 1 | 1 :: y -> 2 | z :: y -> z

dá o código seguinte

if constr(x) = [] then
1

else
if constr(x) = :: then

if constr(#1(x)) = 1 then
let y = #2(x) in 2

else
if constr(x) = :: then

let z = #1(x) in let y = #2(x) in z
else error

else
if constr(x) = :: then

let z = #1(x) in let y = #2(x) in z
else error
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problema

este algoritmo é pouco eficaz porque

• efectuamos várias vezes os mesmos testes (de uma linha para a outra)

• efectuamos testes redundantes (se constr(e) 6= [] então
necessariamente constr(e) = ::)
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outro algoritmo

consideramos outro algoritmo que considera o problema do filtro de n
linhas na sua globalidade

representamos o problema na forma de uma matriz

e1 e2 . . . em
p1,1 p1,2 . . . p1,m → action1
...

...
. . .

...
...

...
pn,1 pn,2 . . . pn,m → actionn

cujo significado é

match (e1, e2, . . . , em) with
| (p1,1, p1,2, . . . , p1,m)→ action1
| . . .
| (pn,1, pn,2, . . . , pn,m)→ actionn
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outro algoritmo

o algoritmo F actua recursivamente sobre a matriz

• n = 0

F
e1 . . . em = error

• m = 0

F
→ action1

...
→ actionn

= action1
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outro algoritmo

se toda a coluna esquerda é composta de variáveis

M =

e1 e2 . . . em
x1,1 p1,2 . . . p1,m → action1
...
xn,1 pn,2 . . . pn,m → actionn

eliminamos esta coluna pela introducão dos let

F (M) = F

e2 . . . em
p1,2 . . . p1,m → let x1,1 = e1 in action1
...
pn,2 . . . pn,m → let xn,1 = e1 in actionn
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outro algoritmo

senão, é porque a coluna esquerda contém pelo menos um padrão
construído

supomos, por exemplo, que haja nesta coluna três construtores diferentes,
C de aridade 1, D de aridade 0 e E de aridade 2

M =

e1 e2 . . . em
C (q) p1,2 . . . p1,m → action1
D p2,2 p2,m → action2
x p3,2 p3,m → action3
E (r , s) p4,2 p4,m → action4
y p5,2 p5,m → action5
C (t) p6,2 p6,m → action6
E (u, v) p7,2 . . . p7,m → action7

para cada construtor C , D e E , construímos a sub-matriz que corresponde
ao filtro de um valor para este construtor
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outro algoritmo

M =

e1 e2 . . . em
C (q) p1,2 . . . p1,m → action1
D p2,2 p2,m → action2
x p3,2 p3,m → action3
E (r , s) p4,2 p4,m → action4
y p5,2 p5,m → action5
C (t) p6,2 p6,m → action6
E (u, v) p7,2 . . . p7,m → action7

donde

MC =

#1(e1) e2 . . . em
q p1,2 . . . p1,m → action1
_ p3,2 p3,m → let x = e1 in action3
_ p5,2 p5,m → let y = e1 in action5
t p6,2 . . . p6,m → action6
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outro algoritmo

M =

e1 e2 . . . em
C (q) p1,2 . . . p1,m → action1
D p2,2 p2,m → action2
x p3,2 p3,m → action3
E (r , s) p4,2 p4,m → action4
y p5,2 p5,m → action5
C (t) p6,2 p6,m → action6
E (u, v) p7,2 . . . p7,m → action7

donde

MD =

e2 . . . em
p2,2 p2,m → action2
p3,2 p3,m → let x = e1 in action3
p5,2 . . . p5,m → let y = e1 in action5
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outro algoritmo

M =

e1 e2 . . . em
C (q) p1,2 . . . p1,m → action1
D p2,2 p2,m → action2
x p3,2 p3,m → action3
E (r , s) p4,2 p4,m → action4
y p5,2 p5,m → action5
C (t) p6,2 p6,m → action6
E (u, v) p7,2 . . . p7,m → action7

done

ME =

#1(e1) #2(e1) e2 . . . em
_ _ p3,2 p3,m → let x = e1 in action3
r s p4,2 p4,m → action4
_ _ p5,2 p5,m → let y = e1 in action5
u v p7,2 . . . p7,m → action7
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outro algoritmo

finalmente definimos uma sub-matriz para os outro valores ( de
construtores diferentes de C , D e E ), isto é, para as variáveis

MR =
e2 . . . em
p3,2 p3,m → let x = e1 in action3
p5,2 . . . p5,m → let y = e1 in action5
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outro algoritmo

definimos então

F (M) = case constr(e1) in
C ⇒ F (MC )
D ⇒ F (MD)
E ⇒ F (ME )
otherwise⇒ F (MR)
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terminacão

este algoritmo termina

de facto, a medida ∑
i ,j

tamanho(pi ,j)

é natural (∈ N) e diminuí estritamente a cada chamada recursiva de F , se
definimos

tamanho(x) = 1
tamanho(C (p1, . . . , pn)) = 1+

∑n
i=1 tamanho(pi )
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correcão

a correcão deste algoritmo é deixada em exercício

indicacão : utilizar a interpretacão da matriz como

match (e1, e2, . . . , em) with
| (p1,1, p1,2, . . . , p1,m)→ action1
| . . .
| (pn,1, pn,2, . . . , pn,m)→ actionn
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eficiência

o tipo das expressões e1 permite optimizar a construcão

case constr(e1) in
C ⇒ F (MC )
D ⇒ F (MD)
E ⇒ F (ME )
otherwise⇒ F (MR)

em numerosos casos :
• sem teste se um só construtor (por ex. n-tupolo) : F (M) = F (MC )

• sem caso otherwise quando C , D e E são os únicos construtores
• um simples if then else quando só há dois construtores
• uma tabela de salto quando a um número finito de construtor
• uma árvore binária ou uma tabela de dispersão quando há uma
infinidade de construtores (no caso, por exemplo, das strings)
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exemplo

consideremos

match x with [] -> 1 | 1 :: y -> 2 | z :: y -> z

isto é, a matriz

M =

x
[] → 1
1::y → 2
z::y → z

obtemos

case constr(x) in
[] -> 1
:: -> case constr(#1(x)) in

1 -> let y = #2(x) in 2
otherwise -> let z = #1(x) in let y = #2(x) in z
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mais regalias

• deteccão dos caso redundantes
quando uma accão não aparece no código produzido

exemplo

match x with false -> 1 | true -> 2 | false -> 3

dá

case constr(x) in false -> 1 | true -> 2

• deteccão dos filtros não exaustivos
quando error aparece no código produzido

exemplo

match x with 0 -> 0 | 1 -> 1

dá

case constr(x) in 0 -> 0 | 1 -> 1 | otherwise -> error
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conclusão
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o que se segue

• práticas: continuação da prática anterior

• próxima aula teórica
• compilacão das linguagens orientadas a objecto
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leituras de referência

estes acetatos resultam essencialmente de uma adaptação do material pedagógico
gentilmente cedido pelo Jean-Christophe Filliâtre (link1, link2)

adicionalmente poderá consultar as obras seguintes

• Modern Compilers: Principles, Techniques, and
Tools, Alfred V. Aho, Monica S. Lam, Ravi Sethi et
Jeffrey D. Ullman

• Types and Programming Languages, Benjamin
C. Pierce

• Modern Compiler Implementation, Andrew W.
Appel (3 versões: ML, C, Java)
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