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tipagem

se avalio a expressdo

|l5ll + 37

devo obter
e um erro durante a compilagdo 7 (OCaml)
e um erro durante a execu¢do ? (Python)
o inteiro 42 7 (Visual Basic, PHP)
e astring "537" 7 (Java)
ou ainda outra coisa ?

e que tal para

37 / ||5n

WAT?? (link)
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https://www.destroyallsoftware.com/talks/wat

tipagem

e se adicionar duas expressdes quaisquer
el + e2

como determinar se isto € “legal’ e o que se deve fazer conforme o caso ?

a resposta é a tipagem, uma analise que associa um tipo a cada
sub-express3o, com o objectivo de recusar programas sem coeréncia

SMDS DLPC aula 3



em que momento 7

certas linguagens de programacio sdo qualificadas de tipadas/tipificadas
dinamicamente, isto &, durante a execucdo do programa

exemplos : Lisp, PHP, Python
outros sdo tipificadas estaticamente, isto é durante a compilagdo do
programa

exemplos : C, Java, OCaml

é o segundo caso que exploraremos nesta aula
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slogan (R. Milner)

well typed programs do not go wrong
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objetivos da tipagem

e a tipagem deve ser decidivel

e a tipagem deve rejeitar programas absurdos como 1 2, cuja avaliac3o
iria fracassar ; é a seguranca da tipagem (type safety)

e a tipagem ndo deve rejeitar demasiados programas nio-absurdos,
i.e. o sistema de tipos deve ser expressivo
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varias solucdes
. todas as sub-expressdes sofrem anotacdes de tipo

fun (x : int) — let (y : int) = (4 :)(((x : int),(1 : int)) : intxint)iny
de verificacdo facil, mas muito tedioso para o programador

. anotar somente as declara¢des de variaveis (Pascal, C, Java, etc.)

fun (x :int) — let (y : int) = +(x,1) in y

. anotar somente os parametros das funcdes

fun (x:int) - let y = +(x,1) iny

. ndo obrigar anota¢des de tipo = inferéncia completa (OCaml,
Haskell, etc.)
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propriedades esperadas

um algoritmo de tipagem deve ter as propriedades seguintes

e correcao : se o algoritmo responde “sim” entdo o programa esta
efectivamente bem tipado

e completude : se o programa estd bem tipado entdo o algoritmo deve
responder “sim”

e eventualmente

e principalidade : o tipo calculado para uma dada expressdo & o mais
geral possivel dos tipos candidatos (os tipos possiveis para uma dada
situacdo)
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tipagem de mini-ML

consideremos a tipagem de mini-ML

1. tipagem monomorfica

2. tipagem polimérfica, inferéncia de tipos
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lembrete

SMDS

X
C

op

fun x — e
ee

(e,€)

let x=eine

identificador

constante (1, 2, ..., true, ..

primitiva (+, x, fst, ...)
funcdo

applicacdo

par

ligagdo/declaragio local

DLPC

mini-ML

)
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tipagem monomoérfica de mini-ML

damo-nos tipos simples, cuja sintaxe abstracta é

T == int |bool]| ... tipos de base
| T—=71 tipo de uma funcdo
| 7x7T tipo de um par

SMDS DLPC aula 3 13



juizo de tipagem

o0 juizo de tipagem que vamos definir tem por notagio
lFe:T

e |&-se « no ambiente/contexto I, a expressdo e tem por tipo 7 »

o ambiente I' associa um tipo I'(x) a toda a variavel x livre em e

SMDS DLPC aula 3
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regras da tipagem

M= x:T(x) [=n:int [+ :int X int — int
l+x:mlFe:m lte:7 =717 Nhe: 7
[Ffunx > e:m — ™ lFe e:T

e ThHe:m lte1:m T+x:mmbe:nm

MNe-(e1,e):m X1 lNFlet x=¢€ ine : ™

[+ x : 7 & o ambiente I'" definido por ['(x) =7 e "(y) = '(y) senio
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exemplo

x :int F (x, 1) :int X int
x:int - +(x,1) : int ..Ff:int —>int ..F2:int

0+ fun x — +(x,1) : int — int f:int — int - f 2 int

0t let f =fun x — +(x,1) in f 2: int
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expressoes nao tipaveis

Por outro lado, ndo podemos tipar o programa 1 2

r-1:7 =17 r=2:7
Nr=12:r

nem o programa fun x — x x

Ml+x:mbEx:m3—=>m N+ x:mbEx:m3
Nt x:mkExx:m
lFfunx > xx:71 — T

porque 71 = 71 — T2 ndo tem solugdes (no contexto em que os tipos sdo
construgdes finitas)
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varios tipos possiveis

podemos mostrar
(0 F fun x — x : int — int

mas também
@ fun x — x : bool — bool

attencdo : isto ndo é polimorfismo

para uma ocorréncia particular de fun x — x é preciso escolher um tipo
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varios tipos possiveis

assim, o termo let f = fun x — x in (f 1,f true) n3o é tipavel
porque ndo ha tipo 7 tal que

f:r—71kH(f1f true) :m X m

no entanto,
((fun x — x) (fun x — x)) 42

é tipavel (exercicio : demonstra-lo)

SMDS DLPC aula 3
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primitivas

em particular, ndo podemos dar um tipo satisfatério para uma primitiva
como fst ; para tal deveriamos ter a capacidade em escolher entre

int X int — int

int X bool — int

bool X int — bool

(int — int) X int — int — int
etc.

de igual modo para as primitivas opif e opfix

SMDS

DLPC aula 3
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funcdes recursivas

n3o podemos tipar de forma geral opfix mas podemos dar uma regra para
uma construcdo let rec que seria primitiva

Nt x:mbe:mn N+ x:mhbe:m
Fletrec x=e€ ine : 7

e se pretendemos excluir os valores recursivos, podemos alterar a regra da
seguinte forma

Fr+(f:r—>n)+(x:m)ke:m Fr+(f:7r—>n)kFe:n
lFletrecf x=e ine :m
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diferenca entre regra de tipagem e algoritmo de tipagem

quando temos um tipo fun x — e, como encontrar o tipo para x ?

é toda a diferenca entre as regras de tipagem, que definam a relacdo

ternaria
Mle: T

e o algoritmo de tipagem que verifica que uma certa expressio e & bem
tipavel num certo ambiente '

SMDS DLPC aula 3 22



tipagem simples de mini-ML

consideremos a abordagem em que sé os pardmetros das funcdes
comportam anotacdes de tipo.

programemo-la em OCaml

sintaxe abstracta dos tipos

type typ =
| Tint
| Tarrow of typ * typ
| Tproduct of typ * typ

SMDS DLPC

aula 3
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tipagem simples de mini-ML

o constructor Fun toma como argumento suplementar o tipo do pardmetro

type expression =

Var
Const
Op
Fun
App
Pair
Let

SMDS

of
of
of
of
of
of
of

string

int

string

string * typ * expression (* Gnica alteragdo
expression * expression

expression * expression

string * expression * expression

DLPC aula 3
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tipagem simples de mini-ML

o ambiente ' & implementado por uma estrutura persistente

utilizemos aqui o0 médulo Map de OCaml

module Smap = Map.Make(String)

type env = typ Smap.t

(performance : arvore equilibradas = inserc3o e pesquisa em O(log n))
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tipagem simples de mini-ML

let rec type_expr env = function
| Const _ -> Tint
| Var x -> Smap.find x env
| Op "+" -> Tarrow (Tproduct (Tint, Tint), Tint)
| Pair (el, e2) ->

Tproduct (type_expr env el, type_expr env e2)

para a funcio, o tipo da variavel é dado

| Fun (x, ty, e) ->
Tarrow (ty, type_expr (Smap.add x ty env) e)

para a variavel, o tipo é calculado

| Let (x, el, e2) ->
type_expr (Smap.add x (type_expr env el) env) e2

(note o interesse da persisténcia de env)
SMDS DLPC aula 3
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tipagem simples de mini-ML

as (nicas verificacdes encontram-se na aplicacdo

| App (el, e2) -> begin match type_expr env el with
| Tarrow (ty2, ty) ->

end

SMDS

if type_expr env e2 = ty2 then ty

else failwith "error : bad argument type"
->

failwith "error : function expected"

DLPC aula 3
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tipagem simples de mini-ML
exemplos
# type_expr
(Let (ufu,
Fun ("x", Tint, App (Op "+", Pair (Var "x", Comnst 1))),
App (Var "f", Const 2)));;

- : typ = Tint

# type_expr (Fun ("x", Tint, App (Var "x", Var "x")));;

Exception: Failure "error : function expected".

# type_expr (App (App (Op "+", Comnst 1), Const 2));;

Exception: Failure "error : bad argument type".
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na pratica

¢ n3o fazemos
failwith "type error"

mas sim, indicamos a origem do problema com a maior precisdo
possivel

e mantemos os tipos para as préximas fases do compilador
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arvores decoradas

primeiro, enfeitamos as arvores na entrada da tipagem com uma
localizagcdo para o ficheiro fonte

type loc

type expression =

Var
Const
Op
Fun
App
Pair
Let

SMDS

of
of
of
of
of
of
of

string

int

string

string * typ * expression
expression * expression
expression * expression

string * expression * expression

DLPC aula 3
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arvores decoradas

primeiro, enfeitamos as arvores na entrada da tipagem com uma
localizagcdo para o ficheiro fonte

type loc =

type expression = {

desc: desc;

loc : 1loc;
}
and desc =
| Var of
| Const of
| Op of
| Fun of
| App of
| Pair of
| Let of

SMDS

string

int

string

string * typ * expression
expression * expression
expression * expression

string * expression * expression

DLPC aula 3
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assinalar um erro

declaramos uma excep¢do da forma

exception Error of loc * string

esta é lancada da seguinte forma

let rec type_expr env e = match e.desc with
| ...
| App (el, e2) -> begin match type_expr env el with
| Tarrow (ty2, ty) ->
if type_expr env e2 <> ty2 then
raise (Error (e2.loc, "bad argument type"));

SMDS DLPC aula 3
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assinalar um erro

e esta é recuperada da seguinte forma, por exemplo no programa principal

try
let p = Parser.parse file in
let t = Typing.program p in

with Error (loc, msg) ->

Format.eprintf "File ’%s’, line ...\n" file loc;
Format.eprintf "error: %s@." msg;
exit 1
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arvores decoradas

de outra lado, decoramos as arvores na saida da tipagem com os tipos
calculados

type texpression = {
tdesc: tdesc;

typ

}

and tdesc

Tvar
Tconst
Top
Tfun
Tapp
Tpair
Tlet

typ;

string

int

string

string * typ * texpression
texpression * texpression
texpression * texpression

string * texpression * texpression

é um novo tipo para as expressdes

SMDS

DLPC aula 3
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tipagem da tipagem

a funcdo de tipagem tem entdo por tipo

val type_expr: expression -> texpression
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arvores tipadas

a funcdo de tipagem reconstrui arvores, desta vez tipadas

let rec type_expr env e =
let d, ty = compute_type env e in
{ tdesc = d; typ = ty }

and compute_type env e = match e.desc with

| Const n ->
Tconst n, Tint

| Var x ->
Tvar x, Smap.find x env

| Pair (el, e2) ->
let tel = type_expr env el in
let te2 = type_expr env e2 in
Tpair (tel, te2), Tproduct (tel.typ, te2.typ)
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seguranca da tipagem

type safety:

well typed programs do not go wrong
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seguranca da tipagem

mostramos a correccio da tipagem relativamente a seméntica por
reducdo (operacional small-step)

Theorema (seguranca da tipagem, como uma propriedade de
correccdo)

Se(F e: T, entdo a reducdo de e é infinita ou entdo termina num valor.

ou, de forma equivalente, se termina entdo devolve um valor :

Theorema
* . Z = P
SelFe:Tee> € eé€ iredutivel, entdo e é um valor.
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seguranca da tipagem

a prova deste teorema apoia-se sobre dois lemas

Lema (progress&o)

Se ()t e: T, entdo ou e é um valor ou existe um €’ tal que e — €.

Lema (preservagdo)

SeFe:Tee— e entiol e : 7.
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progressao

Lema (progressdo)

Se(F e: T, entdo ou e é um valor ou existe um €' tal que e — €.

Demonstracdo : por recorréncia sobre a derivacio 0 e : 7

supomos por exemplo e = e1 e, ; temos ent3o

DFe:7 =7 OFe:7

®I—e1e2:7'

aplicamos a HI sobre e;
® se e — €], entdo e; &g — €] e (ver lema de passagem para o
contexto)

e se e; é um valor, supomos e; = fun x — e3 (temos também + etc.)
aplicamos a Hl sobre e
® se & — €}, entdo e &2 — e; €} (mesmo lema)
e se e; & um valor, entdo e; ey — e3[x + e

(exercicio : tratar dos outros casos) O
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preservagao

comecemos por pequenos lemas faceis

Lema (permutagdo)

Sel+x:mm+y: mhe:Tex£yentiol +y . m+x:mmbe:T
(e a derivacdo tem a mesma altura).

Demonstracdo: por inducio, trivial O

Lema (enfraquecimento)

SelTte:Texd&dom(l), entdiol +x:7'Fe:T
(e a derivacdo tem a mesma altura).

Demonstracdo: por inducdo, trivial a
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preservagao

continuemos por um lema chave
Lema (preservagdo por substitui¢do)
Sel+x:7TFe:Telké 7 entdole[x + €]: 7.

demonstracdo : por inducio sobre a derivacido I + x: 7/ e: 7
e caso de uma variavel e = y
esex=yentioelx+e]=€er=7
e sexZyentdoelx+ e]=eer=TI(y)
e caso de uma abstracido e = fun y — ¢
podemos supor que y # x, y & dom(l') e y n3o livre em €’ (a-conversdo)
temos T +x:7 +y:mhe :melogol+y m+x:7 ke :m
(permutacdo) ; por outro lado '€’ : 7/ e por consequéncia
[+ y:7mF €7 (enfraquecimento)
por Hl temos entdio I +y - F e[x + €] : 7
elogol-(funy —» e)[x« €]:m =7, ie Thex«€]:7
(exercicio : tratar dos outros casos) O
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preservagao

podemos finalmente mostrar
Lema (preservagdo)
SelFe:Tee— € entioll-e 7.

demonstracdo : por inducio sobre a derivacio - e: T
e caso e =let x =€ in &
Dte:m x:mhEe:m
DFlet x=1¢e; in & : 1

e se e — ef, por Hl temos O ¢e] : 71 e logo - let x =¢] in e :
e se e & um valor e ¢ = ex[x < €] entdo aplicamos o lema de
preservacdo por substituicdo
e caso e — e &
® se e; — €] ou se e valor e e; — € entdo utilizamos a Hl
e se e; = fun x — e3 e e valor entdo €’ = e3[x + e5] e aplicamos
também aqui o lema de substituicio O
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seguranca da tipagem

Podemos entdo demonstrar facilmente o teorema
Theorema (seguranga da tipagem)

* . = ~ P
SelFe:Tee > e eée iredutivel, entdo e é um valor.

demonstracdo : temos e — e; — --- — €’ e por aplicaces sucessivas do
lema de preservacdo, temos entdo ) - e’ : 7

pelo lema de progressdo, €’ se reduz ou é um valor.

é por isso um valor O
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polimorfismo

é restritivo atribuir um tipo tnico a fun x — x em
let f =fun x — x in ...
de igual forma, gostariamos de poder dar « varios tipos » as primitivas tais

que fst ou snd

uma solugdo : o polimorfismo paramétrico
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polimorfismo paramétrico

estendemos a algebra dos tipos :

SMDS

T

int | bool | ... tipos de base
T—T tipo de uma funcio
TXT tipo de um par
o variavel de tipo
Ya.r tipo polimérfico

DLPC

aula 3
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variaveis de tipo livres

denotamos L(7) o conjunto das variaveis de tipo livres em 7, definido por

L(int) = 0
L(a) = {a}
L(r1— 1) = L(m1)UL(m)
(7'1 X 7'2) = ,C(T]_)U,C(Tg)
LVa.r) = L(T)\{a}

para um ambiente I', definimos igualmente

L= U £rx)

xedom(T)

SMDS DLPC aula 3
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substituicdo de tipo

notamos por 7|« — 7’| a substituicdo de o por 7/ em T, definido por

int[a « 7]

afa + 7]

Bla + 7]

(11 = )| + 7]
(11 X 12)[a = 7]
(Va.1) [ + ']
(VB.7)[a + 7]

SMDS

int
7_/

B sef#a

T < 7] = mofa + 7]
1o 7] X T+ 7]
Va.r

VB.1[a + 7] se B # «

DLPC aula 3
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o sistema F

as regras sdo exactamente as mesmas, mais

NFe:T a g L)
Fe:Var

Ne: Va7
Mee:7la+ 7]

o sistema obtido é conhecido como o sistema F (J.-Y. Girard / J. C.
Reynolds)

SMDS DLPC aula 3
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exemplo

. Ff i Vaoa—

xiabx:a ... f:int — int :
Ffunx 2 x:a—« ..Ff1:int ... = f true : bool

Ffun x - x:Va.a = a f:VYa.a— ab (f 1,f true) : int X bool

Flet f =fun x — x in (f 1,f true) : int X bool
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primitivas

podemos agora atribuir um tipo satisfatério as primitivas

fst :
snd :
opif :

opfix :

SMDS

VaVi.ax f — «
VaVB.ax 8 —
Vabool X a X aa — &

Va.(aa = a) = «

DLPC aula 3
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exercicio

podemos construir uma derivag¢do (de tipo) de
lfun x = x x: (Va.a = a) - Va.a = «a)

(exercicio : fazé-lo)
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uma nota

a condi¢do o & L(I') na regra

F-e:7  agL(l)
Fe:Var

é importante

sem ela, teriamos
Nt x:aFx:«

4+ x:aF x: Voo
Nfun x — x: o0 — Voo

e aceitariamos assim o programa

(fun x = x) 12

SMDS DLPC aula 3
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uma ma noticia

para termos sem anotacdes, os dois problemas
e inferéncia : dado e, existird um 7 tal que e : 77
e verificacdo : dados e e 7, teremos e : 7 7?

n3o sdo decidiveis!

J. B. Wells. Typability and type checking in the second-order
lambda-calculus are equivalent and undecidable, 1994.

SMDS DLPC aula 3
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o sistema de Hindley-Milner

para obter uma inferéncia de tipos decidivel, vamos restringir a poténcia
expressiva do sistema F
= o sistema de Hindley-Milner, utilizado no OCaml, SML, Haskell, ...
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o sistema de Hindley-Milner

limitamos a quantificagdo V a cabeca dos tipos (quantificacdo prenexa)

T = int |bool| ... tipos de base
| T—=7T tipo de uma fungao
| 7x7T tipo de um par
| « variavel de tipo

o =T esquemas
| Va.o

o ambiente I associa um esquema de tipo a cada identificador
e a relacdo de tipagem tem agora aformalke: o

(dai em diante, anotaremos por o os esquemas de tipo e T os tipos
monomoérficos com variaveis, designaremos por «, 3, etc. as variaveis de
tipos)
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exemplos

no sistema de Hindley-Milner, os tipos seguintes sdo sempre aceites

Va.oo = «

YaVi.ax f — «
Va.bool X a X @ — «
Va(a — a) — «

mas ndo mais os tipos tais que

Va.a = a) = Va.a — «a)

SMDS DLPC aula 3

57



notacdo em OCaml

nota : na sintaxe OCaml, a quantificacdo prenexa esta implicita

# fst;;

- : ’a *x ’b -> ’a = <fun>

VaVi.ax f — «

# List.fold_left;;

- : (Pa -> "’ -> ’a) -> ’a -> ’b list -> ’a = <fun>

VaVp(a = —a) = a— [ list > «

SMDS DLPC aula 3
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o sistema Hindley-Milner

M x:T(x) FEn:int '+ :int X int — int "~
N x:mbe:m e :7 =7 The:7
[Ffunx > e:mT — ™ lFe e:T

e ThHe:m lFe:00 T+x:01Fe 0o

N (e1,e): 1 X7 NF1let x=¢e; in & : 0>
lFe:o a g L(IN Fe:Vao
N-e:Vao Mee:ofa<+ 7]
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o sistema Hindley-Milner

notemos que somente a construcdo let permite a introducdo de um tipo
polimérfico no ambiente

Fe:0q [+x:01Fe:o0o
[Flet x=¢ in & : 0>

em particular, podemos sempre tipar
let f = fun x — x in (f 1,f true)

com f : Va.ae — « no contexto para tipar (f 1,f true)

SMDS DLPC aula 3
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o sistema Hindley-Milner

no entanto, a regra de tipagem

N+ x:mbke:m
lFfunx —e:m — 7

n3o introduz um tipo polimérfico (sendo 71 — 72 ndo teria boa formagdo)

em particular, ja ndo podemos tipar mais

fun x — x x
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consideracdes algoritmicas

para programar uma verificacdo ou uma inferéncia de tipo, procedemos por
recorréncia sobre a estrutura do programa por tipar

ora, para uma dada expressdo, trés regras podem ser aplicadas: a regra do
sistema monomorfico, a regra
lFe:o a g L(IN
NFe:Va.o

ou ainda a regra
N-e:Va.o

Mke:ofa<+ 7]

como escolher ? deveremos proceder por tentativa/erro ?

SMDS DLPC aula 3
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o sistema Hindley-Milner dirigido pela sintaxe

vamos modificar a apresentacdo do sistema de Hindley-Milner para que
esse fique dirigido pela sintaxe (syntax-directed), i.e., para que a toda a
expressdo, no maximo uma regra se aplique

as regras tem a mesma capacidade de express3o : todo o termo tipavel
num sistema o é se e sé se é tipavel no outro.
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o sistema Hindley-Milner dirigido pela sintaxe

T < T(x) T < type(op)
MEx:71 FFn:int lFop:T

M- x:mhe:m Ml-e:7 =7 Ne: 7
[Ffunx e — e e T

ltFer:mm ThHe:m lFer:m T+x:Gen(r,NEFe:m

N (e1,e):m X7 lFlet x=¢€; in e : ™
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o sistema Hindley-Milner dirigido pela sintaxe

surgem duas operacdes

e a instanciacao, na regra
T <TI(x)
MN=x:7
a relagdo 7 < o lé-se « 7 € uma instancia de o » e é definida por

7 <Voj..anm seesése I3, 7=17[ag 11,0, < T

exemplo : int X bool — int < Va.VB.a x 8 — «
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o sistema Hindley-Milner dirigido pela sintaxe

e e a generalizacdo, na regra

e :m I+ x: Gen(m1,T) - e :m
lFlet x=e ine : 7

onde

Gen(m,T) < Vai..Va,7m onde {ai,..,ant = L(r)\L(T)
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exemplos

a < a int—int<Va.a—a bool—bool<Va.a—a
- ["Hf:int—int . ["Hf:bool—bool
N+ x:abFx:« MEf1:int ["F f true: bool
Nfun x = x:a =« "E(f 1,f true): int x bool

Hlet f =fun x — x in (f 1,f true) : int X bool

com"=T+f:Gen(a — o,T) =T+ f:Va.a = «
se « é (devidamente) escolhida ndo livre em '
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inferéncia de tipos para mini-ML

para inferir o tipo de uma expressio, resta-nos algumas situacdes
e em fun x — e, que tipo dara x ?

e para uma variavel x, que instancia de '(x) escolher ?

existe uma solugdo : o algoritmo W (Damas, Milner, Tofte)
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o algoritmo W

duas ideias

e utilizamos novas variaveis de tipo para representar tipos
desconhecidos

e para o tipo de x em fun x — e
e para instanciar as variaveis do esquema ['(x)

o determina-se o valor desta variaveis mais tarde por unificacdo entre
tipos no momento da tipagem da aplicacio

corresponde em juntar conhecimento sobre as restricBes que cada
variavel de tipo considerado tem de satisfazer

a unificagdo, tendo em conta o sistema de restricdes (equagdes) em
causa, propde uma solucdo
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unificacdo

sejam dois tipos 71 e 7> contendo as variaveis de tipo a1, ..., a,

existird uma instanciagdo f das variaveis «; tais que f(11) = f(m2) 7

é o que chamamos a unificacido

exemplo 1 :

exemplo 2 :

SMDS

T =aXx f — int
Tp = int X bool — vy
solugdo: «=int A S =Dbool A v =int

71 = & X int — a X int
=Y =Y
solugdo: =« X int

DLPC aula 3
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exemplo 3 :

exemplo 4 :

SMDS

unificacdo

71 = «a — int
=[x
ndo ha solucdo

71 = o — int
D=
ndo ha solucdo

DLPC aula 3
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pseudo-cédigo da unificacdo

unifier(T1,72) determina se existe uma instancia das variaveis de tipo contidas em

71 € T tal que 71 = Ty

unifier(T,T) = successo

unifier(ty — 7,72 — 75) = unifier(1,72) ; unifier(r{,75)

unifier(ty X 71,72 X T; unifier(71,12) ; unifier(r{,75)

) =
2)
2) =
)

unifier(o, T se a & L(7), substituir & por 7 em todo o lado

sendo, falha

unifier(r, ) = unifier(a, T)

unifier(my, ) = falha em todos os casos

(nada de panico.... & o objecto das praticas laboratoriais)
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uma ideia do algoritmo W sobre um exemplo

consideremos a express3o ‘ fun x — +(fst x,1) ‘

—a x damos o tipo a1, uma nova variavel de tipo
— a primitiva 4+ tem por tipo int X int — int
— tipamos a expressdo (fst x,1)
— fst tem por tipo o esquema Va.Vf5.a X 8 — «
— atribuimo-lhe assim o tipo an X 81 — «ap para duas novas variaveis
— a aplicacdo fst x obriga a unificacdo de a3 e de apx X 81, = a1 = ax X 51
— (fst x,1) tem assim por tipo ap X int
— a aplicagdo +(fst x,1) unifica int X int e @y X int, = ap = int

no final obtemos o tipo int x 3; — int,
generalizando obtemos finalmente ‘ V@.int X f — int ‘
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pseudo-cédigo do algoritmo W

definimos a fungdo W que toma como argumentos um ambiente I' e uma
expressdo e, retorna o tipo inferido para e

e se e é uma variavel x,
retornar uma instancia trivial de I'(x)

e se e é uma constante c,
retornar uma instancia trivial do seu tipo (pense, e.g. ao caso
[] : o list)
e se e é uma primitiva op,
retornar uma instancia trivial do seu tipo
e se e &€ um par (er, &),
calcular ;. = W(T', e1)
calcular = W(T', &)
retornar 7 X T
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pseudo-cédigo do algoritmo W

e se e € uma funcido fun x — e,
seja a uma nova variavel
calcular 7 = W(I' + x : o, €1)
retornar a« — T

e se e & uma aplicacdo e; e,
calcular ;1 = W(T, e1)
calcular , = W(T', &)
seja o uma nova variavel
unificar(71, 2 — «)
retornar «

e seecélet x=-¢e in ey,
calcular ;1 = W(T, e1)
retornar W(I 4+ x : Gen(m1,T), e2)
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resultados

Theorema (Damas, Milner, 1982)
O algoritmo W é correcto, completo e determina o tipo principal :

o se W(h,e)=7entdolle:r
e seDF e: 7 entdoT <Va.W(),e)

Theorema (seguranca da tipagem)

O sistema de Hindley-Milner é seguro (safe).
(Se O+ e : 7, entdo a redugdo de e é infinita ou termina num valor.)
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consideracdes algoritmicas

existam vérias formas de implementar a operacdo de unificacio
e manipulac3o explicita de uma substituicdo

type tvar = int
type subst = typ TVmap.t

e utilizando variaveis de tipo destrutiveis

type tvar = { id: int; mutable def: typ option; 7

existam também varias formas de implementar o algoritmo W
e com esquemas explicitos e calculando Gen(t,T")

type schema = { tvars: TVset.t; typ: typ; 1}

e com recurso a niveis
Fl—,,+1e1:71 I'+x:(7-1,n)|—ne2:7—2

NF,let x=e ine :m

ver a Pratica Laboratorial desta aula
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extensoes

podemos estender mini-ML de varias formas
® recursao
e tipos construidos (n-tuplos, listas, tipos soma e produtos)

e referéncias
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recursao

como ja o abordamos, podemos definir

letrec f x = ¢ inezdzEf
let f = opfix (fun f — fun x — €1) in &

onde

opfix : Ya.¥p.((a« = B) — (a = B)) — (o — B)

de forma equivalente podemos considerar a regra

Fr+f:7r—=m4+x:7he:m F+7:Gen(tr—m,MNEFe:n

[Fletrecf x=e ine :m
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typos construidos

J& vimos os pares
as listas n3o apresentam dificuldade particular

nil : Va.a list
cons : Va.a X a list = « list

M- e :m list lNe: 7 Mlx:m+y:mnlistbes:7

'+ match e; with nil — e | cons(x,y) » e3: 7

este tipo de regra generaliza-se sem dificuldade aos tipos soma e tipos
produto
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referéncias

para as referéncias, podemos ingenuamente pensar que basta juntar as
primitivas
ref : Voa.a — o ref
l: Va.oa ref = «
= VYa.a ref — « — unit
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referéncias

infelizmente, esta solucdo n3o é correcta |

let r = ref (fun x — x) in r:Vo.(ao — «) ref
let =r:=(funx - x+1) in
Ir true BOOM |

é o problema dito das referéncias polimérficas
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referéncias polimérficas

para contornar este problema, existe uma solucio extremamente simples,
ou seja, uma restricdo sintactica na construcdo let

Defini¢do (value restriction, Wright 1995)

Um programa respeita o critério do value restriction se toda a
sub-expressdo let é da forma

let x =v; in &

onde vi é um valor.
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referéncias polimérficas

ja ndo podemos escrever

let r = ref (fun x — x) in ...
mas podemos, em contrapartida, escrever

(fun r — ...) (ref (fun x — x))

onde o tipo de r n3o é generalizado

SMDS DLPC
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referéncias polimérficas

na pratica, continuamos com a escrita de let r=ref ... in ...
mas o tipo de r ndo é generalizado

em OCaml, uma variavel ndo generalizada é da forma ’_a

# let x = ref (fun x -> x);;
val x : (°_a -> ’_a) ref

a value restriction & igualmente ligeiramente flexibilizada para autorizar as
expressbes seguras, tais como a aplicagdo de constructores

# let 1 = [fun x -> x];;
val 1 : (Pa -> ’a) list = [<fun>]
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referéncia polimoérficas
restam no entanto alguns desagrados
# let id x = x;;
val id : ’a -> ’a = <fun>

# let £

id id;;

val £ : ’_a -> ’_a = <fun>

# f 1;;

- :int =1

# f true;;

This expression has type bool but is here used with type int
# 5

- : int -> int = <fun>
SMDS DLPC aula 3 86



referéncias polimérficas

a solucdo : expandir para exibir uma func3o, i.e., um valor

# let £ x = id id x;;

val £ : ’a -> ’a = <fun>

(fala-se de n-expanséo)
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referéncias polimérficas

na presenca de sistemas de médulos, a realidade &€ mais complexa ainda

dado um médulo M

module M : sig

type ’a t

val create : int -> ’a t
end

terei o direito de generalizar o tipo de M.create 17 7

a resposta depende do tipo ’a t : ndo para uma tabela de dispersdo, sim
para uma lista pura, etc.
em OCaml, uma indicag3o de varidncia permite distinguir os dois casos

type +’a t  (* podemos generalizar )
type ’a u (*x ndo podemos generalizar *)

ler Relaxing the value restriction, J. Garrigue, 2004
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duas referéncia bibliografica fortemente ligadas & matéria dada nesta aula

e Benjamin C. Pierce, Types and Programming Languages

e Xavier Leroy e Pierre Weis, Le langage Caml/
(o altimo capitulo fala da inferéncia com niveis)

SMDS DLPC

leitura

aula 3

89



0 que se segue’?

e aula pratica
e unificacdo e algoritmo W
e proxima tedrica

e analise léxica
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leituras de referéncia

estes acetatos resultam essencialmente de uma adaptagdo do material pedagégico
gentilmente cedido pelo Jean-Christophe Filliatre (link1, link2)

adicionalmente podera consultar as obras seguintes

e Modern Compilers: Principles, Techniques, and
Tools, Alfred V. Aho, Monica S. Lam, Ravi Sethi et
Jeffrey D. Ullman i

Languages

e Types and Programming Languages, Benjamin
C. Pierce

e Modern Compiler Implementation, Andrew W. e
Appel (3 versdes: ML, C, Java) e o
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