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significado

como definir o significado dos programas escritos numa determinada
linguagem de programacio?

no caso geral, aceitamos uma descri¢do informal, em lingua natural (norma
ISO, reference manual, etc.)

em toda a verdade, é pouco satisfatario, porque frequentemente impreciso
ou até mesmo ambiguo
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semantica informal

James Gosling « Bill Joy  Guy Steele - Gilad Bracha

The Java programming language
guarantees that the operands of
operators appear to be evaluated in
a specific evaluation order, namely,
from left to right.

The Java' Language
Specification,
Third Edition

It is recommended that code not rely
crucially on this specification.

..from the Source

Java
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semantica formal

a semantica formal caracteriza matematicamente os calculos descritos
num programa

atil para o desenho e implementacio segura e robusta de ferramentas
programaticas (interpretadores, compiladores, etc.) : Desenho de
Linguagens de Programacao e de compiladores!

indispensavel para poder raciocinar sobre programas : Fiabilidade e
Seguranca de Software!
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... leva-nos a uma questao

mas ent3o, o que &€ um programa ?

visto como objecto sintatico (sequéncia de caracteres),
é de manipulacdo demasiado pouco pratico e dificil

preferimos utilizar uma representacdo abstracta : a sintaxe abstracta
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sintaxe abstracta

fonte (sequéncia de caracteres) 1

’ producdo de cédigo‘

1
T

i linguagem assemby
sequéncia de tokens !
. i. - ‘assembler (as) ‘
\anallse sintatica \ T
. ! linguagem maquina
sintaxe abstracta I
- . T linker (14d)
\anallse semantlca‘
i}

. cédigo executavel
sintaxe abstracta &
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arvore de sintaxe abstracta
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sintaxe abstracta

os textos

2% (x+1)

2 *x ((x) + 1))

2 * (* multiplico por dois *) ( x + 1)

representam todos a mesmo arvore de sintaxe abstracta

/*
2 +

/ N\
x 1
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notacao

define-se uma sintaxe abstracta por uma gramatica, da forma seguinte

e =

que se |&: « uma expressdo e é
® ou uma constante,
® ou uma variavel,
® ou uma soma de duas expressdes,

® ctc. »

SMDS DLPC

constante
variavel
adicio
multiplicacdo
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notacao

a notacdo e; + e» da sintaxe abstracta reutiliza por comodidade o simbolo
+ da sintaxe concreta. trata-se de uma representac3o.

mas poderiamos ter escolhido tanto Add(e;, e2), como +(e1, €2), etc.
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representacdo da sintaxe abstracta

em OCaml, representamos as arvores de sintaxe abstractas por tipos
soma/indutivos

type binop = Add | Mul |
type expression =
| Cte of int

| Var of string
| Bin of binop * expression * expression

a expresdo 2 * (x + 1) é representada por

Bin (Mul, Cte 2, Bin (Add, Var "x", Cte 1))

SMDS DLPC aula 2
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parénteses

ndo ha constructores na sintaxe abstracta para os parénteses

na sintaxe concreta 2 * (x + 1),
os parénteses servem para reconhecer a arvore

/*
2 +
/N

x 1

em detrimento de outro

SMDS DLPC aula 2
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acucar sintactico

chamamos acucar sintactico a uma construcdo da sintaxe concreta que é
uma facilidade (que pode ser expressa com outra constru¢do da sintaxe
concreta, de forma menos comoda) da sintaxe concreta, ou entdo que n3o
existe na sintaxe abstracta

esta é ent3o traduzida a custa de outras construcdes da sintaxe abstracta
(geralmente na fase da analise sintactica).

exemples :
e em OCaml, a expressdo [e1; e; ...; ep] & acucar sintactico para
€ :: e i ...::oep it [
e em C, a expressdo a[i] é agucar para *(a+1i)
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semantica para as linguagens de programacao
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semantica

é sobre a sintaxe abstracta que vamos definir a seméantica dos programas

existam vérias abordagens, entre as quais
® semantica axiomatica (classica, dindmica, de separagdo, etc.)
® semantica denotacional (classica, orientada pela traducdo, dos tracos, etc.)
® semantica operacional (natural, estrutural, etc.)
® etc.

n3o se esquecam: o objectivo é traduzir um programa (dado na forma da sua
sintaxe abstrata)...

atribuir um significado / dar-lhe semantica

... para uma formulag¢do que se pode manipular com rigor (i.e. simbolicamente e
matematicamente), permitindo assim obter garantias fortes
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€m resumo

semantica operacional: descreve o significado de uma linguagem de
programacio pela descrido rigorosa de como os seus programas se executam
numa maquina abstrata (matematicamente definida)

Gordon Plotkin, Gilles Kahn

semantica denotacional: descreve o significado de uma linguagem de
programacido com base numa tradu¢do dos programas para uma estrura
matematica (algébrica) bem definida

programas s3o traduzidos para elementos desta estrutura

Christopher Strachey, Dana Scott

semantica axiomatica: descreve os programas de uma linguagram de
programacdo como objectos que transformam estados |6gicos (caractertizacbes
l6gicas sobre o estado das variaveis) que se considere antes da execugdo em
estados légicos do que se espera no fim da execucio

Robert W. Floyd, C.A.R (Tony) Hoare, Edsger W. Dijkstra
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semantica axiomatica

igualmente designada de légica de Floyd-Hoare
(Robert Floyd, Assigning meanings to programs, 1967
Tony Hoare, An axiomatic basis for computer programming, 1969)

caracteriza os programas com o recurso as propriedades satisfeitas pelas variaveis
/meméria manipuladas por estes ; introduz-se para esse efeito a no¢do de triplo de Hoare

{Pri{Q}
que significa « se a férmula P (aka. pre-condi¢do) é satisfeita antes da execu¢do da
instru¢do /i, entdo a férmula Q (aka. pos-condicdo) sera verdade apés o fim desta
execucao »

exemplo :
{x>0} x:=x+1{x>0}

exemplos de regra da semantica :

{Pys{rt {R}t{Q}
{P}s t{Q}

SMDS DLPC aula 2 17
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semantica denotacional
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semantica (denotacional) orientada pela tradugdo

(também conhecida por semantica denotacional & /a Strachey)

podemos definir a semantica duma linguagem traduzindo-a para uma
linguagem cuja semantica esta ja estabelecida
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um exemplo

uma linguagem de programacio esotérica, cujo nome aqui se cala, é
composta de 8 caracteres e a semantica por traducdo para C pode ser dada
por:

comando ‘ semantica por traducdo para C
(preltdio) | char array[30000] = {0};
char *ptr = array;
++ptr;

--ptr;

++xptr;

- -—*ptr;

putchar (xptr) ;

s *xptr = getchar();
[ while (*ptr) {
] }
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semantica denotacional

a semantica denotacional associa a cada expressdo e a sua denotacdo
[e]. isto € um objecto matematico que representa o calculo associado a e
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demantiva denotacional - um primeiro exemplo

expressdes aritméticas inteiras com uma sé variavel x
ex=x|nletel|lexe| ...

a denotac3o por definir pode ser a funcdo que associa a cada valor x o

valor da expressio

[x] = x — x

[n] =x—n
[e1 + e2] = x = [e](x) + [e2] ()
[e1 * e2] = x = [ex](x) x [e2](x)

Qual é a denotagdo de [2 x x + (x + 1)]?

SMDS DLPC aula 2
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semantica denotacional

a semantica denotacional é composicional: a semantica de uma expressdo
depende da semantica das suas sub-expressdes

— nogdes centrais de funcdo e de estado :

® estado = associa¢do/mapa das variaveis a denotagdes/valores

designaremos os conjuntos dos estados possiveis por ¥ (£ V — Z), onde V
é o conjunto das variaveis.

® o valor especial | denota a ndo terminacdo

a denotagdo [P] de um programa P & uma fungo total de um estado (da
memoria) para um estado ou eventualmente L

[1:AST - (X —1X))
em que AST é a sintaxe abstrata da linguagem considerada

SMDS DLPC aula 2
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semantica denotacional

assumimos no que segue uma sintaxe abstracta IMP para uma linguagem
imperativa muito simples que considera instru¢des basicas Comm, variaveis
identificadas V/, expressdes aritméticas Expy e booleanas Expg

L4 |I]]A = EXpA — (Z — Z)
a denotacdo de uma expressdo &€ uma funcdo que a um estado associa um
inteiro
casos particulares:
® um literal inteiro & denotado pelo seu valor inteiro (independentemente

do estado)
® um identificador de variavel & denotado pelo valor inteiro ao qual esta

associado no estado considerado

° |[]]B = Expg — (Z — B) onde B = {0, 1}
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semantica denotacional para expressdes aritméticas, definida por inducdo

semantica denotacional

sobre a sintaxe abstrata das expressdes aritméticas, com n literal inteiro e x
variavel, & a funcio total seguinte

[nla
[x]A
|[e1 + 6‘2]],4
[er — e]a
[e1 * e2]a

SMDS

o i (sendo i a denotagdo de n em Z)
o o(x)

o = |[e1]]Aa—|— II62]]AU

o [e]ac —[e]ac

o |[e1]]Aa X [[62]],40

DLPC aula 2
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semantica denotacional para expressbes booleanas, definida por inducio
sobre a sintaxe abstrata das expressGes booleanas, com true e false literais

semantica denotacional

booleanos e B = {0,1} é a fung3o total definida por:

[false] s

[true]s
|[b1 and bg]]B

I[bl or b2]]B
[[not bl]]B

[e1 = e]s

SMDS

oc—0

c—1

o |[b1]]50’/\ IIbQ]]BO'
o — [[bll]BO'\/ Hbz]]BU
o +— —|[b1]]BU

a»—>{ 1 se [[elﬂAU:ﬂegﬂAJ
0 sendo

DLPC aula 2
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semantica denotacional

consideremos agora as instrucdes da linguagem minimal /IMP, designados de
comandos (conjunto Comm)

a denota¢do de um comando é a fun¢do [.J¢ : Comm — (X — X )
ou seja, a denotacdo de um comando é uma funcio dos estados para os estados

ou eventualmente L

na verdade, vamos considerar a extensdo natural desta fungcdo para Comm — (¥, — ¥ | ) que a L associa L

[skip] c = oo (afungdo identidade)
[x = €]c = o ox<+ [elad]
[e1: ele = o~ [elc(lalco)
ie. [e]colalc
. b =1
[if b then ci else )¢ = o+ { %2%55 z:nl[éollbg

[while b do c]c = 777

a semantica do comando while constitui um caso bastante mais elaborado!
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exemplos

[x :=5;if x < 10 then x := 10; x := x+2else x := 20| ¢ = o — o[x < 12]

[x :=3;if 5 < x then x := x+2else x := xx(x+1)]c = o0+ o[x + 12]

programas equivalentes = a mesma denotacio!
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semantica big-step

como vemos nestes exemplos, a semantica denotacional é um bom
instrumento para estudar

= o comportamento de programas (program equivalence, etc...),
= o impacto das escolhas no desenho de uma linguagem

€ uma semantica big-step

porque nos dd uma imagem global da transformac3o de estado que cada
programa define
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denotacdo do while

constatemos que
while b do ¢ = if b then ¢; while b do c else skip
logo

[while b do c] = [if b then c; while b do c else skip]

ou seja

[while b do ¢ = o { [c;while bdo cJco se [b]lro =1
g

senao

simplificando

[while b do c] =0 — { (|[7while b do c]c ([c]c o) ::n[[ﬁl:)]]ba =1

SMDS DLPC aula 2

30



denotacdo do while

[while b do c] =0 — { EWhile b do c]c ([e]c o) ::n[[éi]]ba =1

que fungdo W é [while b do c] ?

a equagio que a define tem uma formulagc3o recursiva

W:a'|_>{ W(IIC]]CU) se [b]]bgzl
g sen3o

os pioneiros da semantica denotacional (Christopher Strachey, Dana Scott, etc.)
estabeleceram o contexto matematico que permite demonstrar que essa equacdo define
de facto uma funcio no sentido matematico do termo

SMDS DLPC aula 2
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denotacdo do while

a definicdo de W £ [while b do c] induz uma equagdo recursiva que podemos
resumir como

W=FW

emque F: (X, - X,)— (X1 — X)) depende da condi¢do e do corpo do ciclo

F_g|—>{ o g([clco) se [[b]]bcrzl
o= 0o senao
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denotacdo do while, um exemplo

de [while true do skip]

obtemos a equacdo recursiva W =oc— Wo

. ou seja W = W!

qualquer funcdo pode definir W!

(mas gostariamos que fosse o > 1)

SMDS DLPC

aula 2

33



denotacdo do while, outro exemplo

de [while not(x = 0) do x := x — 2] obtemos

W=0w— s
sendo

Wolx < x—2] seo(x)#0
o
W define uma funcdo? qual?

mais uma vez, estas equacdes nio definam uma funcdo anica
(... o caso “sendo”)

embora uma boa definicio da denotacdo do ciclo possa ser

xeN A x par

W=0— (¢ o[x« 0] se o(x)>0A3k e N.o(x)=2xk

1 senao

SMDS DLPC

aula 2
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denotacdo do while

formalmente definimos W como o menor ponto fixo Wig, tal que
Wigp o0 = F(Wig, 0)

se chamarmos FIX ao operador que encontra o menor ponto fixo de
operadores como F, temos

[while b do c] = FIX F

mas como o FIX formula tal denotac3o?

SMDS DLPC aula 2
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denotacdo do while com FIX

primeiro, contextualizemos um pouco mais o valor L

este serve para denotar
® uma execuc¢do divergente

® a parcialidade funcional num contexto de fung¢io total (!!!)

— serve também para indicar a auséncia de informac3o

assim, f(x) = L significa de forma sinénima que
® a execucgdo de f(x) n3o termina/diverge
® f n3o esta definida em x, por isso diverge
® n3o devolve valor em x

® n3o tem informacdo sobre o valor de f(x)

SMDS DLPC aula 2
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denotacdo do while com FIX

relembramos: [while b do c] = FIX F, ou seja, é o menor ponto fixo de

F2 s o g(lclco) se[blgo=1
£ o0 sendo

problema: F pode ter mais do que um ponto fixo, até pode n3o ter nenhum!
interessa-nos o menor deles, se este existir ... menor em que sentido?

uma fung¢do f & menor ou igual do que uma fungdo g (notagdo f C g) se para
todo o valor x em que f esta definida (i.e. f(x) # L) tem-se que f(x) = g(x)

uma outra forma de qualificar esta relacdo é a de dizer que g é mais precisa /
da mais informacao do que f.

ou entdo que f é mais geral do que g por dar menos informacdo, ou ainda que é
uma aproximacao g

SMDS DLPC aula 2 37



um exemplo

a funcdo o — L é a funcio menos informativa de todas

retomemos o exemplo [while not(x = 0) do x := x — 2] ¢

as trés propostas seguintes devolvem o resultado certo nos casos em que o ciclo
while converge
mas dessas uma é mais geral (menor, no sentido da ordem C), a dltima

® o if o(x) > 0 then if x even then o[x 0] else o[x < 10] else o[x + 42]
® g — if o(x) >0 then if x even then o[x < 0] else L else o[x + 5]

® g — if o(x) >0 then if x even then o[x < 0] else L else 1

aparece-nos informalmente aqui a importancia, o valor do menor ponto fixo
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denotacdo do while com FIX

o contexto tedrico somente sugerido aqui assegura que o menor ponto fixo, que
FIX calcula, é dado da seguinte forma:

[while bdo c] = FIXF = U, FK(o — 1)

e F0—gs |
Fl=F(oc— 1)
F2 = F(F(o+ 1))

® etc.

notemos que FOC FAC F2C---CFIX FC ---

para calcular FIX F, basta iterar a aplicacdo de F sobre ¢ — L até caracterizar o
menor ponto fixo
SMDS DLPC aula 2 39



onde

o exemplo da factorial

[y :=1; while not(x =1) do (y :=y *x; x:=x—1)]c =0 — (FIX F)oly + 1]

F:gn—){

g —

:O'

1

o
1
1

=0

FIXF:<7>—>{

SMDS

oc—goly+ (cy)x (o x)ix« (0o x)—1] se(ocx)#1

oo

se (o x)#1

se (o x)=1

— L
o

:GH{ oly+(cy)x2;x«+ 1] se(ox)=2
{

aly < (o y) xjx.

1

oly+ (cy)xnx...

se (o x)=1

se (o0 x) £ 1A (0 x)#2

se (e x)=1

LoX2X1ix 1]

X2 x 1;x <+ 1]

DLPC

se(cx)<1V (ox)>n
se(ox)=j N1<jANj<n



notas finais sobre a semantica denotacional

nem sempre é facil calcular estes pontos fixos

alias, fazé-lo automaticamente é em geral indecidivel (... problema da paragem)
o lambda-calculo original fornece varios operadores de ponto fixo
de facto, um possivel descricio resumida desta formulacdo da semantica

denotacional é que propdr um esquema de compila¢do para (um conjunto de
operadores cuidadosamente escolhidos d)o lambda-calculo

a semantica denotacional justifica
® os ciclos como sendo funcdes recursivas

® as fungdes recursivas com func¢des construidas como menores pontos fixos de
funcionais

OCaml fornece uma versdo fraca (mas bem tipificada) de FIX: let rec
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semantica operacional
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semantica operacional

a semantica operacional descreve o encadeamento dos célculos
elementares que a avaliagdo da expressdo realiza até chegar ao resultado (o
seu valor)

opera directamente sobre os objectos sintacticos do programa (a sintaxe

abstracta)

duas formas de semantica operacional

® « semantica natural » (big-steps semantics)
Vv
e—>v
® « semantica por redugdes » (small-steps semantics)

e—se—re— vV
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mini-ML

ilustremos a semantica operacional sobre a linguagem mini-ML

SMDS

X
C

op

fun x — e
ee

(e,€)

let x=eine

identificador

constante (1, 2, ..., true, ...)
primitiva (+, x, fst, ...)
funcdo

aplicacdo

par

ligacdes locais

DLPC aula 2
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exemplos

let compose = fun f — fun g — fun x — f (g x) in
let plus = fun x — fun y — + (x,y) in
compose (plus 2) (plus 4) 36

let distr_pair = fun f — fun p — (f (fst p),f (snd p)) in
let p = distr _pair (fun x — x) (40,2) in
+ (fst p, snd p)
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outras construcdes : condicionais

a condicional pode ser definida como
if e) then e else e3 = opif (e, ((fun _ — &), (fun _ — e3)))

onde opif & uma primitiva

os ramos ficam gelados a custa de funcdes
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outras construcdes : recursividade

de forma semelhante, a recursividade pode ser definida como
recfx=e = opfix (fun f — fun x — e)

onde opfix &€ um operador de ponto fixo, satisfazendo

opfix f = f (opfix f)

exemplo

opfix (fun fact — fun n — if n =0 then 1 else X (n,fact (—(n,1))))

SMDS DLPC aula 2 a7



semantica operacional big-step de mini-ML

procuramos definir uma relacio entre uma expressio e e um valor v

v,
e — Vv

os valores s3o definidos desta forma

v = ¢ constante
| op primitiva ndo aplicada
| funx —e  fungdo
| (v,v) par

.. Vv . ~ . ~ .
para definir e — v, precisamos das nocdes como regras de inferéncia e de
substituicdo
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regras de inferéncia

uma relacdo pode ser definida como a menor relacdo que satisfaca um

conjunto de axioma da forma

P
e de um conjunto de implicacdes da forma
P P, ... P,
p

SMDS DLPC

aula 2
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regras de inferéncia

exemplo : podemos definir a relagdo Even(n) pelas duas regras

. Even(n)
Even(0) Even(n + 2)

que devem ser lidas como

em primeiro lugar Even(0)
em segundo lugar Vn. Even(n) = Even(n + 2)

a menor relac3o satisfazendo estas duas propriedades coincide com a
propriedade « n & um inteiro par » :
® os inteiros pares estdo evidentemente contemplados pela relacio,
basta usar um argumento indutivo para se convencer.
® se ha pelo menos um impar na relacdo, poderiamos obter uma relacio
ainda menor retirando dela o menor dos impares presentes.
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arvore de derivacio

uma derivacdo é uma arvore cujos nodos correspondem as regras e as
folhas aos axiomas ; exemplo

Even(0)
2

Even(2)
Even(4)

o conjunto das derivacdes possiveis caracteriza exactamente a menor
relacdo que satisfaz as regras de inferéncia

SMDS DLPC aula 2
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Defini¢do (variaveis livres)

variaveis livres

O conjunto das variaveis livres de uma expressio e, denotada por fv(e), é
definido recursivamente sobre e da forma seguinte :

fv(x)

fv(c)

fv(op)

fv(fun x — e)

fv(er e)

fv((e1, e2))

fv(let x = e; in &)

= {x

I
N

(e)\ {x}

(61) U fv(ez)
(e1) U fv(e)
(

= fr(e) U (fr(e) \ {x})

Uma expressdo sem variaveis livres é dita fechada.

SMDS

DLPC aula 2
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exemplos

fv(let x =+(20,1) in (fun y — +(y,y)) x) = 0

fr(let x=zin (funy — (x y) t)) = {zt}
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Defini¢do (substitui¢do)

substituicdo

Se e é uma expressdo, x uma variavel livre de e e v um valor, nota-se por

e[x < v] a substituicao de x por v

x[x V]

ylx V]

c[x « v]

op[x < v]

(fun x — e)[x « v]

(fun y — e)[x < v]

(61 62)[X — V]

(e1, &)[x < v]

(let x = €1 in &)[x + V]
(let y = e1 in &)[x < V]

SMDS

em e, definida por

= v

= Y

= c

= op

fun x — e

funy — e[x < v] sey #x

(e1][x < v] ex[x « v])

(e1[x < v], e2[x + v])

let x =¢e[x < v] in &

= let y = ei[x < v] in ex[x + V]
sey # x

sey #x

DLPC aula 2
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exemplos

((fun x — +(x,x)) x)[x < 21] = (fun x — +(x,x)) 21
(+(x, let x =17 in x)) [x <~ 3] = +(3, let x =17 in x)
(funy -y y)[y<+ 17 = funy—yy
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semantica natural de mini-ML

chec op % op (fun x — e) = (fun x — e)
12 v 12 v
e —> VvV € —> W €1 — v 62[X<—V1]—>V
(el,e2)1>(v1,v2) let x=e€; in e S v
4 4 Vv
e1 > (funx —>e) e@—>w ex+—w—>v
6162—V>V

nota : fizemos a escolha estratégica da passagem por valor
i.e. o argumento é avaliado antes da chamada/passagem
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primitivas

devemos juntar as regras para as primitivas ; por exemplo

v v
e >+ e —(n,m) n=n+m

v
€1 €& —n

e —V) fst (=) —V> (Vl, V2)

%
€1 & — V1

e1 5 opif e = (true,((fun  — e3),(fun _ — &))) e3> v

%
€1 €& —V

e1 — opfix e — (fun f — e) e[f « opfix (fun f — e)] > v

v
€1 €& — V
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exemplo de derivacdo

20520 151 v v :
V fun... % 21521 —————
(20,1) — (20,1) +(21,21) — 42
+(20,1) % 21 (fun y — +(y,y)) 21 - 42

let x = +(20,1) in (fun y — +(y,y)) x = 42
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exercicio

dar a derivacdo de
(opfix F) 2

com F definido como

fun fact — fun n — if n =0 then 1 else X (n, fact (—(n,1)))
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expressdo sem valor

. ~ . ~ - Vv
existem expressdes e para as quais ndo ha valor v tal que e — v
exemplo: e=12

exemplo : e = (fun x — x x) (fun x — x x)
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recorréncia sobre a derivacdo

para estabelecer uma propriedade de uma relacdo definida por um conjunto
de regras de inferéncia, podemos raciocinar por recorréncia sobre a
derivacio

isto significa por inducao estrutural i.e. podemos aplicar a hipétese de
indugdo (HI) a todas as sub-derivacdes

(de forma equivalente, podemos raciocinar por recorréncia sobre a altura da
derivag&o)

na pratica, raciocinamos por recorréncia sobre a derivacdo e por caso sobre
a altima regra utilizada
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propriedades da semantica natural de mini-ML

Proposi¢do (a avaliagdo produz valores fechados)

v = Z . - ~ P
Se e = v entdo v é um valor. Mais, se e é fechado, entdo v também.

~ . ~ . ~ Vv
demonstrac3o por inducdo sobre a derivacdo e — v
caso da aplicacdo

(D1) (D2) (Ds3)

e > (funx —e) e >w  ex+w Sv

%
€1 €& — V

por HI v & um valor
se e é fechada entdo e; e e, também, e por Hl fun x — e e v» sdo
fechadas, logo e[x < v,] é fechada, e por HI v também

(exercicio : tratar dos outros casos)
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propriedades da semantica natural de mini-ML

Proposi¢do (determinismo da avaliagdo)
V. Vv =
See—vee—Vventiov=yV.

. ~ . ~ v Vv
por inducdo sobre as derivacdes de e — v e de e — V/
caso de um par e = (e, &)

(D) (D2) (D1) (D7)
v v v. v
e — W € — WV e — Vv € — Vp
(e1, &) = (vi,v2) (e1,e2) % (v, v})

por HI temos vi = v{ e vo = v}, logo v = (v1, w2) = (v, v4) = v/

(exercicio : tratar dos outros casos)
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determinismo

nota : a relacdo de avaliacdo pode ndo ser necessariamente uma relacio
determinista

exemplo : juntamos uma primitiva random e a regra

e1 — random e 3> n 0<n<m
v
%

€1 €& n

temos entdo random 2 = 0 como igualmente random 2 = 1
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interpretador

podemos programar um interpretador seguindo as regras da semaéntica
natural

damo-nos um tipo para a sintaxe abstracta das expressées
type expression =
e definimos uma funcio

val value : expression -> expression

que corresponde a relacio % (ja que se trata de uma func3o)
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interpretador para mini-ML

type expression =

Var of
Const of
Op of
Fun of
App of

string

int

string

string * expression
expression * expression

Pair of expression * expression

Let of

SMDS

string * expression * expression
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aula 2
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interpretador para mini-ML

precisamos de implementar a substituicdo e[x + v]
val subst : expression -> string -> expression -> expression
supomos v fechado (logo, ndo ha risco de captura de variavel)

let rec subst e x v = match e with

| Var y ->

if y = x then v else e
| Const _ | Op _ ->

e

| Fun (y, el) ->
if y = x then e else Fun (y, subst el x v)
| App (el, e2) ->
App (subst el x v, subst e2 x v)
| Pair (el, e2) ->
Pair (subst el x v, subst e2 x v)
| Let (y, el, e2) ->
Let (y, subst el x v, if y = x then e2 else subst e2 x v)
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interpretador para mini-ML

a semantica natural é realizada pela funcio

val value : expression -> expression

let rec value = function
| Const _ | Op _ | Fun _ as v ->
v
| Pair (el, e2) ->
Pair (value el, value e2)
| Let(x, el, e2) ->
value (subst e2 x (value el))
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interpretador para mini-ML

| App (el, e2) ->
begin match value el with
| Fun (x, e) ->
value (subst e x (value e2))
| Op "+" _>
let (Pair (Const nl, Const n2)) = value e2 in
Const (nl1 + n2)

| Op "fSt no_>
let (Pair(vil, v2)) = value e2 in vl
| Op n Snd n _>

let (Pair(vil, v2)) value e2 in v2

end
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exemplo de avaliagdo

# value
(Let
("x",
App (Op "+", Pair (Const 1, Const 20)),
App (Fun ("y", App (Op "+", Pair (Var "y", Var "y"))),

Var "X")));;

- : expression = Const 42
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interpretador para mini-ML

o filtro é propositadamente n3o-exaustivo

# value (Var "x");;
# value (App (Const 1, Comnst 2));;

Exception: Match_failure (" ", 87, 6).

(poderiamos preferir um tipo option, uma excepg¢do definida para este
propésito, etc.)
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interpretador para mini-ML

a avaliacdo pode n3o conseguir terminar
por exemplo sobre

(fun x — x x) (fun x — x x)

# let b = Fun ("x", App (Var "x", Var "x")) in
value (App (b, b));;

Interrupted.

SMDS DLPC

aula 2
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exercicio

juntar os operadores opif e opfix ao interpretador
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um paréntesis...

podemos evitar a operacdo de substituicdo ?

ideia : interpretar a expressdo e com recurso a um ambiente que dé o valor
actual de cada variavel (um dicionario)

val value : environment -> expression -> value

problema : o resultado de
let x =1 in fun y — +(x,y)
é uma funcio que deve « memorizar » que x = 1

resposta : é preciso usar o mecanismo designado de fecho
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um paréntesis...

utilizamos o médulo Map para os ambientes

module Smap = Map.Make(String)

definimos un novo tipo para os valores

type value =
| Vconst of int
| Vop of string
| Vpar of value * value
| Vfun of string * environment * expression

and environment = value Smap.t
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val

let

um paréntesis...

value : environment -> expression -> value

rec value env = function
Const n ->
Vconst n
Op op ->
Vop op
Pair (el, e2) ->
Vpar (value env el, value env e2)
Var x ->
Smap.find x env
Let (x, el, e2) ->
value (Smap.add x (value env el) env) e2
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um paréntesis...

| Fun (x, e) ->
Vfun (x, env, e)
| App (el, e2) ->
begin match value env el with
| Vfun (x, clos, e) ->
value (Smap.add x (value env e2) clos) e
| Vop "+" ->
let Vpar(Vconst nl,Vconst n2) = value env e2 in
Vconst (nl + n2)
| Vop "fst" ->
let Vpar (vi, _)
| Vop "snd" ->
let Vpar (_, v2) = value env e2 in v2

value env e2 in vl

end

nota : é o processo usado quando se compila uma linguagem funcional (como
ML, ver aula Compilagdo de Linguagens Funcionais)
SMDS DLPC aula 2
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exercicio

juntar os operadores opif e opfix neste interpretador

(nota: juntar o operador opfix ndo é imediato, falaremos mais sobre isso na
aula sobre a compilagdo de linguagens funcionais)
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limitacdes da semantica natural

a semantica natural n3o permite distinguir as expressdes cuja avaliacdo «
falha », como
12

das expressées cuja avaliacdo ndo termina, como

(fun x = x x) (fun x — x x)
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semantica operacional small-step

a semantica operacional small steps responde a esta situacdo introduzindo
uma noc3o de passo intermédio na avaliacdo de e; — e, que se ira iterar

podemos assim distinguir 3 situacdes

1. a iterac3o leva a um valor
e—>e—e =V

2. a iteracdo bloqueia sobre uma expressio e, irredutivel que ndo é um
valor
e—€e —> € — - — €

3. a iteracdo ndo termina

€ —>€1 —~>6€— -
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semantica operacional small step para mini-ML

.. ~ € ~
comecamos por definir uma relacdo — que corresponde a uma reducio «
de cabeca », isto &, realizada no topo da expressio

duas regras :

(fun x = e) v = e[x < V]

let x=vine = e[x « v]

nota : aqui também fizemos a escolha da estratégia da passagem por
valor
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semantica operacional small step para mini-ML

damo-nos igualmente as regras para as primitivas

+(n,m) S n com n=n;+ ny
fst (Vl7 V2) —F) %1
snd (vi,v2) = w
opfix (fun f — e) 5 e[f « opfix (fun f — e)]
opif (true,((fun _ — e),(fun _ — &))) = e
opif (false,((fun _— e1),(fun _ — &))) = e
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semantica operacional small step para mini-ML

para reduzir em profundidade, introduzimos a regra de inferéncia

e = e
E(el) — E(ez)

onde E é um contexto, definido para a gramatica seguinte :

E =0
| Ee
| vE
| let x=E ine
| (Ee)
| (v.E)
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contextos

um contexto & entdo um « termo com buracos », onde [J representa o
buraco

por exemplo
E%*1et x = +(2,0) in let y = +(x,x) in y

E(e) designa o contexto E no qual [J foi substituido por e
exemplo :

E(+(10,9)) = let x = +(2,4+(10,9)) in let y = +(x, x) in y
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reducdes num contexto

a regra
e = e
E(e1) — E(e2)

permite assim avaliar uma sub-expressdo

assim, temos a reducio

+(1,2) 53
let x = +(1,2) in +(x,x) — let x =3 in + (x,x)

a custa do contexto £ < let x = 0 in + (x, X)
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ordem da avaliacdo

tais como definidos, os contextos implicam aqui uma avaliacdo de
passagam por valor e « da esquerda para a direita »

assim, (+(1,2),0) n3o & um contexto de avaliagdo

poderiamos ter escolhidos uma avaliacdo da direita para a esquerda
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definicées

. * . o .
designamos por — o fecho reflexivo transitivo de —
- * P .
(i.e. e1 = ex se e s6 se e; se reduz em e, em zero, uma ou mais etapas)

designamos de forma normal toda a expressdo e tal que n3o existe
expressdo e’ tal que e — €’

os valores sdo formas normais ; as formas normais que n3o sio valores s3o
as expressdes erréneas (como 1 2)
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programar a semantica por reducdo
vamos escrever as fun¢des seguintes :

val head_reduction : expression -> expression

€
corresponde a —

val decompose : expression -> context * expression

descompde uma expressdo na forma E(e)

val reductionl : expression -> expression option
corresponde a —

val reduction : expression -> expression
corresponde a =
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programar a semantica por reducdo

comegcamos por caracterizar os valores

let rec is_value = function

| Const _ | Op _ | Fun _ ->
true

| Var _ | App _ | Let _ ->
false

| Pair (el, e2) ->
is_value el && is_value e2
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programar a semantica por reducdo

escreve-se depois a head reduction

let head_reduction = function
| App (Fun(x, el), e2) when is_value e2 ->
subst el x e2
| Let (x, el, e2) when is_value el ->
subst e2 x el
| App (Op "+", Pair (Const nl, Const n2)) ->
Const(nl + n2)
| App (Op "fst", Pair (el, e2))
when is_value el && is_value e2 ->
el
| App (Op "snd", Pair (el, e2))
when is_value el && is_value e2 ->
e2
| _ >
raise NoReduction (* no possible reduction *)
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programar a semantica por reducdo

um contexto E pode ser directamente representado por uma funcio
(a fungdo que a e associa E(e))

type context = expression -> expression

let
let
let
let
let
let

hole = fun e -> e

app_left ctx e2 = fun e -> App (ctx e, e2)
app_right vl ctx = fun e -> App (vl, ctx e)
pair_left ctx e2 = fun e -> Pair (ctx e, e2)
pair_right vl ctx = fun e -> Pair (vl, ctx e)
let_left x ctx e2 = fun e -> Let (x, ctx e, e2)
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programar a semantica por reducdo

let rec decompose e = match e with
(* cannot be decomposed *)
| Var _ | Const _ | Op _ | Fun _ ->
raise NoReduction
(* Head reduction case *)

| App (Fun (x, el), e2) when is_value e2 ->

(hole, e)

| Let (x, el, e2) when is_value el ->
(hole, e)

| App (Op "+", Pair (Const nl, Const n2)) ->
(hole, e)

| App (Op ("fst" | "snd"), Pair (el, e2))
when is_value el && is_value e2 ->
(hole, e)
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programar a semantica por reducdo

(* deep reduction case *)
| App (el, e2) ->
if is_value el then begin
let (ctx, rd) = decompose e2 in
(app_right el ctx, rd)
end else begin
let (ctx, rd) = decompose el in
(app_left ctx e2, rd)
end
| Let (x, el, e2) ->
let (ctx, rd) = decompose el in
(let_left x ctx e2, rd)
| Pair (el, e2) ->
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programar a semantica por reducdo

let reductionl e =
try
let ctx, e’ = decompose e in
Some (ctx (head_reduction e’))
with NoReduction ->
None

no final

let rec reduction e =
match reductionl e with None -> e | Some e’ -> reduction e’
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eficiéncia

um interpretador deste tipo n3o é eficaz

passa o seu tempo a recalcular o contexto e depois « esquece-o »

podemos fazer melhor, por exemplo, utilizando um zipper (estrutura de
dados da autoria do G. Huet publicada em 1997)
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equivaléncia das duas semanticas operacionais

vamos mostrar que as duas semanticas operacionais sdo equivalentes para
as expressdes cuja avaliacdo termina num valor, i.e.

1% . *
€e—>V seesose e€—V
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equivaléncia das duas semanticas operacionais

Lema (passagem pelo contexto das redu¢des)

Supomos que e — €'. Entdo para toda a expressdo e» e para todo o valor

v
l. eey =€ e
2. ve—ve
3. let x=eine < let x=¢€ in e

demonstracio : de e — €’ sabemos que existe um contexto E tal que
e=E(r) €=E{) rS/
. def ~
consideremos o contexto E; = E e, ; entdo

& &
r—r _ r—r
_— i.e. _
Ei(r) — Ei(r') ee —e e
(idem para os casos 2 e 3)
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equivaléncia das duas semanticas operacionais

Proposicdo (big-steps implica small-steps)
See % v, entdoe > v.

~ . ~ . ~ 4
demonstrac3o : por inducdo sobre a derivacio de e — v
supomos que a ltima regra seja

Vv V. V.
eg > (funx > e3) &2 > v glx— w—v
6162—V>V
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equivaléncia das duas semanticas operacionais

por HI temos
e1—>---—>v1:(funx—>e3)
€ — = W
ax—w]—=-—v

por passagem ao contexto (lema anterior) temos igualmente

€1 & — -V €
Vi €& — - —> V1 WV
alx—w—-—v

integrando a reducdo
(fun x — €3) vo = e3[x < V2]
obtemos a reducdo completa

e1 e — v
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equivaléncia das duas semanticas operacionais

para o sentido inverso (small-steps implica big-steps) precisamos de dois
lemas intermédios

Lema (os valores encontram-se avaliados)

Vv
v — v para todos os valores v.

demonstragdo : trivial (segue imediatamente das defini¢8es)
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equivaléncia das duas semanticas operacionais

Lema (reducgdo e avaliagdo)
Vv 2 v
See— e ee v, entioe - v.
demonstragdo : comegemos pelas reducdes de cabega (head-reduction), i.e.
€
e— e
supomos por exemplo que e = (fun x — 1) vz e € = e1[x + o]
construimos a derivacio

(fun x — e1) = (fun x — €1) Vo > v eix « w] S v
Vv
_>

(fun x = €1) v» > v

utilizando o lema anterior (v» = v») € a hipétese e/ % v
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equivaléncia das duas semanticas operacionais

mostremos agora que se e — ¢’ e E(e') % v entdo E(e) 5 v
por induc3o estrutural sobre E ; fizemo-lo no caso de E = [J

consideremos por exemplo E = E' e
temos E(e') % v isto & E'(€’) e = v, que tem a forma

E'e) S (fun x — e3) & > vy e3[x w] > v
E'(e)) &2 > v

por Hl temos E’(e) % (fun x — e3), logo

E'(e) % (fun x = €3) e 2w e3[x ¢+ w] v
E'e) & 5 v

isto & E(e) % v
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equivaléncia das duas semanticas operacionais

Proposicdo (small-steps implica big-steps)
See > v, entdo e > v.

demonstragdo : supomos e — €1 — -+ — €, — V
temos v — v e logo, pelo lema anterior, e, = v
de igual forma e,_1 — v

etc, até e 5 v
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e as linguagens imperativas ?

podemos definir uma semantica operacional small-steps ou big-steps, para
uma linguagem imperativa

associa-se tipicamente um estado S é express3o avaliada/ reduzida

S,e5S' v ouainda S,e— S ¢

exemplo de regra :

S,e5 S v

S,x:=e5 S5 ®{x— v} void

o estado S pode ser descomposto em varios elementos, para modelar uma
pilha (variaveis locais), uma heap, e mais ainda...
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® aula pratica
® escrever um
interpretador
para mini-Python

® préxima aula teérica
® tipagem

SMDS

0 que se segue

> ./mini-python tests/good/pascal.py
*

*%

*okok

*okkk

*okokokok

*okkk kK

*okokokokokok

*000000*

**x00000%*

*%%0000% %%

* 4k 000k * * %
skokokkok Ok ok k ko
*okokkokok Ok ok Kk
okokokokokokok ok ok ok k ok
*000000%000000*
**x00000%*00000**
*%%0000%%*0000% %%

*% %k 0Q00%*k**x 000 % **k*
*okokokok O 0k ok ok ok O O kok sk
*okokkokok Ok ok ok ok Qkok ok ok %
okokskskokokok ok o ok ok skok ko ok ok ok ok
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leituras de referéncia

estes acetatos resultam essencialmente de uma adaptagdo do material pedagégico
gentilmente cedido pelo Jean-Christophe Filliatre (link1, link2)

adicionalmente podera consultar as obras seguintes

® Modern Compilers: Principles, Techniques, and
Tools, Alfred V. Aho, Monica S. Lam, Ravi Sethi

Types and

and Jeffrey D. Ullman Frosriami

Languages

® Types and Programming Languages, Benjamin
C. Pierce

piler

® Modern Compiler Implementation, Andrew W.  mode
Appel (3 versdes: ML, C, Java) e
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https://www.lri.fr/~filliatr/
https://www.lri.fr/~filliatr/ens/compil/
http://www.enseignement.polytechnique.fr/informatique/INF564/

