CAPITULO 3

O Problema do Caminho Mais Curto

com um sbé Objectivo

1. Definicao e formulacdao do problema

Os problemas de caminho mais curto com um sé objectivo sdo fundamentais e
frequentes quando se estudam problemas em redes, por exemplo de transportes ou de
comunicacdes. Este problema surge quando se pretende determinar o caminho mais curto,
mais barato ou mais fidvel, entre um ou varios pares de nés de uma rede.

Estes problemas surgiram a partir de adaptacdes a uma grande variedade de problemas
praticos, ndo s6 como modelos tinicos mas também como subproblemas de problemas mais
complexos. Por exemplo, surgiram nas industrias de telecomunicacdes e de transportes
sempre que se pretendia enviar uma mensagem, ou um veiculo, entre dois locais
geograficamente distantes, o mais rapido ou o mais barato possivel.

O planeamento do trafego urbano fornece um outro exemplo importante : os modelos
utilizados para o calculo do fluxo de trafego padrao sdo problemas de optimiza¢do ndo linear,
ou modelos de equilibrio complexos. Contudo, a maioria das abordagens algoritmicas para
determinar trafegos urbanos padrdo consiste, sob hipoteses simplificadoras, em resolver um
grande ntimero de problemas de caminho mais curto como subproblemas (um para cada par

de noés origem—destino na rede) [1].

Existem trés tipos de problemas de caminho mais curto :
« de um no para outro,
« de um no para todos os outros (arvore dos caminhos mais curtos),

« entre todos os pares de nos.
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Os dois primeiros tipos sdo identificados como problema de caminho mais curto de uma
uinica origem (ou apenas caminho mais curto) e o outro, como problema de caminho mais curto entre

todos os pares de nos.

Sejam s e t dois n6s de uma rede G = (N, A, C), em que a cada arco estd associado apenas

um valor ndo negativo (comprimento do arco) — ¢;; € o comprimrnto do arco (i, j). Seja c(p) o

comprimento de um caminho p de s para t na rede 6.

Com a resolucdo de um problema de caminho mais curto entre os nés s e t, na rede 6,
pretende-se determinar o caminho de valor minimo existente em P; isto é, determinar p € P,
tal que c(p) < c(q), para todo o q € P (P é o conjunto de todos os caminhos de s para t). Desta
forma, pode-se formular este problema da seguinte forma :

Minimizar Z= Z z Cij Xij
ieN jeN

sujeito a

2% =1

jeN

inj - ZXjk =0, VjeN-{s,t}
ieN keN

Z Xjt =1
ieN
em que,
1, se (i,j) pertence aocaminho

Xiji =
J Con .
0, se (i,j) ndo pertence ao caminho

Algumas observacoes relacionadas com este tipo de problemas :
+ 0 comprimento de um caminho é maior do que o de qualquer dos seus
subcaminhos;
« qualquer subcaminho de um caminho mais curto, é ele préprio um caminho mais
curto (principio da optimalidade);
« para uma rede com n nés, qualquer caminho mais curto tem no méximo n-1 arcos

(num caminho ndo existem noés repetidos).

Para se analisar convenientemente a eficiéncia dos algoritmos, deve ser estudada a
ordem de complexidade de cada um deles e compara-las. A ordem de complexidade de um
algoritmo depende da quantidade de operagdes que ele executa, quando se considera o pior

dos casos. Desta forma, a ordem de complexidade pode traduzir o tempo de execugdo do
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algoritmo, para aquele caso. Portanto, a ordem de complexidade serd o limite superior de

tempo que é necessério para executar qualquer problema de caminho mais curto.

2. Algoritmos para resolver problemas de caminho mais curto

Existem vérios algoritmos eficientes para resolver problemas de caminho mais curto
com um s6 objectivo, sendo os mais conhecidos os algoritmos de Dijkstra, de Ford e de Floyd.
Os dois primeiros aplicam-se a problemas de caminho mais curto de um n¢ inicial, s, para um
no final, t (ou para todos os outros), e baseiam-se num processo de rotulagdo dos nos; o altimo

aplica-se a problemas de caminho mais curto entre todos os pares de nés.

2.1. Algoritmo de Dijkstra

Este algoritmo, que foi apresentado por Dijkstra, s6 pode ser aplicado a redes a cujos
arcos estdo associados apenas valores ndo negativos. Neste algoritmo, é suposto existir pelo
menos um caminho entre s e qualquer outro né.

O algoritmo baseia-se num processo de rotulacdo dos nds da rede e classificacdo dos
respectivos rétulos. A cada né i é atribuido um rétulo [§;, ;] que pode ser permanente (fixo)
ou temporario. Isto é,

[&;, ;] permanente (o0 caminho mais curto de s para i)

&; < nod que antecede i no caminho mais curto de s para i
T; <— comprimento do caminho mais curto de s para i
[&; ;] tempordrio (um caminho mais curto de s para i)
&; < nod que antecede i no melhor caminho, até ao momento, de s para i
7; «— comprimento do melhor caminho, até ao momento, de s para i
[&;, m;] = [, ] indica que ainda ndo foi encontrada qualquer caminho de s para i.

O rétulo temporério de um no representa um limite superior da distancia mais curta de s para

esse nd, uma vez que o caminho que lhe estd associado pode ser ou ndo o mais curto.

O algoritmo consiste num processo de fixacdo dos rétulos dos nés da rede, comecando
pelo s, de uma forma ordenada segundo as distdncias de cada né a s. Em cada iteragao é
escolhido o né i com rétulo temporéario com menor valor de w, que se torna permanente, para
depois se varrerem todos os nés adjacentes a i (que tenham rétulos temporarios), para que os

seus rotulos sejam actualizados. O algoritmo termina quando nao existirem nés com rétulos
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temporarios (caminho mais curto do né s para todos os outros) ou quando o rétulo do noé t

passar a permanente (caminho mais curto do né s para o né t).

Quando o algoritmo terminar, o comprimento do caminho mais curto entre s e j € 7 e 0

caminho determina-se percorrendo (em sentido inverso) a primeira parte dos rétulos (§) de j
até s, da seguinte forma :
Caminho « {j }
<]
Enquanto i#s Fazer
1§

Caminho <~ Caminho u {i }

A versao do algoritmo de Dijkstra que se descreve em Algoritmo 1 é a original e foi

adaptada a partir de Ahuja et al. [1].

[Es ] < [s, 0] (caminho mais curto de s para s tem comprimento O e s é o no que antecede s)
[&, ]« [ o], Vie N—{s} (ocaminho mais curto de s para i é desconhecido)

R« N (R = conjunto de nos com rotulo tempordrio)
R « @ (R = conjunto de nds com rétulo permanente)
Enquanto R# @ (ou R #N) Fazer
k <~ n¢6 de R tal que m) € minimo (k:m=min{r} xeR)
R« R-{k} (k deixou de ter rotulo tempordrio)
R « R U{k}  (kpassou a ter rétulo permanente)
Para todoo je N tal que (k, j) € A Fazer
Se m + ¢y <m; Entao
TG € T+ C

Algoritmo 1. Caminho mais curto : Dijkstra.

Para se contabilizar o ntimero de operagdes que serdo efectuadas neste algoritmo, pode-
se fazer uma andlise segundo duas componentes : seleccio do né com rétulo temporario
minimo e actualizacdo dos rétulos. Para tal, considere-se uma rede orientada completa com n

nods e m arcos (pior dos casos) —m = n.(n-1).
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Relativamente a primeira componente, sao seleccionados n nés e a partir de cada um
deles sdo varridos os (n—1) nds (associados aos (n—1) arcos que saem de cada nd), excepto
aqueles que ja tém roétulo permanente; ou seja, a partir do k-ésimo né seleccionado sdo
varridos n—k nés ( (n—1) — (k1) ). Portanto, o niimero total de operagdes é : n + (n-1) + (n-2)

-+1=(n2+n)/2=0(n2) (ou seja, da ordem de complexidade de n2 operagdes).

Em relacdo a segunda componente, como cada arco s6 é analisado uma tnica vez, entdo
esta operacdo é executada m vezes; logo, a ordem de complexidade é O(m).

Desta forma, a ordem de complexidade do algoritmo é de O(n2) + O(m) = O(n2) porque
m < n2. Este limite é o melhor que se pode obter em problemas que exijam redes completas ou

muito densas para a representacdo dos seus dados no computador.

Relativamente ao espaco de memoria necessario a execugao deste algoritmo, é preciso
armazenar uma matriz quadrada de ordem n e trés vectores de dimensdo n. Ou seja, sdo

necessdrios, pelo menos, n2 + 3.n espagos de memoria para guardar informacao — O(n2).

2.2. Outras versdes (mais eficientes) do algoritmo de Dijkstra

O facto das redes envolvidas na grande parte dos problemas reais serem esparsas, leva a
que se possa utilizar versdes mais eficientes deste algoritmo — as que exploram esta
caracteristica.

Pelo que se verificou em relacdo a ordem de complexidade do algoritmo de Dijkstra, a
operacao mais dispendiosa é a de seleccao de nés. Desta forma, todos as versdes que visem o

melhoramento deste algoritmo tém que se debrugar sobre este aspecto.

Surgiram entdo diversas versdes baseadas na ordenagdo dos rétulos (conjunto R), em
funcado dos valores de m : sempre que o rétulo de um noé é alterado, a ordenacdo do conjunto
terd que ser actualizada, pois pode acontecer que a ordem daquele n6é também seja alterada.
Por outro lado, é desnecessario considerar o conjunto dos nés com rétulos permanentes (R ),
uma vez que é o complementar de R (em N).

Portanto, das varias versdes que surgiram, destacam-se as seguintes :

a) utilizagdo de uma lista, em que os seus elementos sdo ordenados crescentemente

segundo o valor de n e o elemento escolhido (associado ao né, cujo rétulo passa a

permanente) é o que se encontra a cabega;
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b) utilizagdo de duas listas ligadas (lista duplamente ligada), em que os processos de
ordenacdo e escolha sdo os mesmos do anterior, mas com esta representa¢do torna-se
mais rapido, em particular a ordenacao;

¢) utilizagdo de tabelas de “hashing” (HEAP — lista de listas), em que os elementos que
contém a mesma caracteristica sao colocados num mesmo grupo (lista) e em que estes
grupos sdo ordenados pelas diferentes caracteristicas (lista); depois, o elemento
escolhido é o que se encontra a cabeca da primeira lista. Por exemplo, dado um valor C,
é construida uma lista de C elementos, em que cada elemento contem uma lista de nos,
colocados por qualquer ordem, cujo valor do resto da divisao inteira de © por C é igual :

0 (1% lista), 1 (2° lista), 2 (3% lista), ..., C—1 (C-ésima lista).

2.3. Algoritmo de Dijkstra Inverso

No algoritmo de Dijkstra normal, determina-se o caminho mais curto do né s para
qualquer outro n6 j € N — { s }. No entanto, se se pretender determinar o caminho mais curto
de qualquer n6é j € N — { t } para um no final t, utiliza-se uma pequena modificacdo do
algoritmo de Dijkstra, que consiste em manter a distancia p; associada a cada no j, que € um

limite superior para o comprimento do caminho mais curto do né j para o né t. Todo o

restante processo é igual ao utilizado para o algoritmo normal.

2.4. Algoritmo de Ford

Ao contrério do algoritmo de Dijkstra, este algoritmo, que foi proposto por Ford, pode
ser aplicado a redes cujos arcos tém associado valores negativos, ndo podendo contudo existir
circuitos de valor negativo. Também neste algoritmo é suposto existir pelo menos um
caminho entre s e qualquer outro né.

Este algoritmo consiste em rotular os nés da rede, corrigindo-os as vezes que for

necessario, até que todos os rétulos satisfacam a seguinte condicado (de optimalidade) :

m < m + ¢, paratodoo (i j) € A,

em que 7; corresponde ao valor do caminho mais curto de s para i e ¢;; a0 valor do arco (i, j).
Neste algoritmo, os rétulos dos nés tém o mesmo significado dos rétulos utilizados no
algoritmo de Dijkstra, s6 que agora os rétulos s6 se tornam definitivos apés terminar a

execucdo do algoritmo. Ou seja, nos estados intermédios do algoritmo apenas existem rétulos

temporarios.
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Tal como acontece com o algoritmo de Dijkstra, também neste, ap6s a conclusdo da
execucdo do algoritmo, o caminho mais curto entre os nds s e j determina-se percorrendo os

rétulos (em sentido inverso) desde j até s.

Em Algoritmo 2, encontra-se a descricao da versao original do algoritmo de Ford, que

foi adaptada a partir de Ahuja et al. [1].

[&s ] < [s, 0] (caminho mais curto de s para s tem comprimento 0 e s é o no que antecede s)
&, ]« [ o], Vie N={s} (o caminho mais curto de s para i é desconhecido)

R« {s}

Enquanto R # < Fazer
R« R-{i}, paraiqualquer
Para todo o arco (i, j) Fazer

Se TE]' > T + Cij Entao

TC]' < T + Cii

Se j¢R

Entio R« RuU {j}

Algoritmo 2. Caminho mais curto : Ford.

Considere-se uma rede orientada completa com n nés e m = n.(n-1) arcos. Para se
determinar a ordem de complexidade deste algoritmo, apenas é necessario contabilizar o
numero de iteragdes do ciclo, j& que em cada iteracdo sdo efectuadas 2 operacdes (de
actualizagdo dos rétulos). O ciclo é executado no maximo n.m vezes, pois todos os nés e todos

os arcos sao analisados. Logo, a ordem de complexidade deste algoritmo é O(n.m).

Relativamente ao espaco de memoria, o algoritmo necessita de uma matriz quadrada de

ordem n e de dois vectores de dimensao n. Portanto, no total sdo necessarios n2 + 2.n espagos

de memoéria para guardar informacao — O(n2).
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2.5. Outras versdes (mais eficientes) do algoritmo de Ford

Surgiram posteriormente diversas versdes relacionadas com a forma de manipular a
lista dos nos sucessores dos arcos que sao analisados, das quais se destacam as seguintes :
a) LIFO (“Last In First Out”) : a inserc¢do e a remocado de elementos é efectuada na cabega
da lista (o ultimo noé inserido é o primeiro a ser removido) — Pilha (pesquisa em
profundidade);

2

b) FIFO (“First In First Out”) : a inser¢do de um elemento é efectuada pela cauda e a
remocao pelo topo (o primeiro né inserido é o primeiro a ser removido) — Fila
(pesquisa por niveis);

¢) DEQUEUE : as remogdes fazem-se na cabeca da lista e as inser¢des na cabega ou na

cauda, conforme uma condi¢do € ou ndo satisfeita (por exemplo : se 7; foi alterado
entdo, sejja pertenceu a lista entdo j é inserido no topo sendo j é inserido na cauda);
d) SCALING : a lista é manipulada como um “Dequeue”, utilizando o seguinte critério

para decidir se um elemento € inserido no topo ou na cauda : se a diminuigao de m; for

maior que um dado § entdo, se j ja pertenceu a lista entdo j é inserido no topo sendo j é

inserido na cauda.

2.6. Algoritmo de Floyd

Ao pretender-se determinar o caminho mais curto entre todos os pares de nés, pode-se
aplicar o algoritmo de Dijkstra (ou Ford) n vezes, utilizando cada né, sucessivamente, como
origem. No entanto, existem outros algoritmos para resolver este problema, como é o caso do
algoritmo de Floyd, desde que nao haja circuitos negativos; neste algoritmo, os arcos podem
ter associados valores positivos ou negativos.

Um arco (i, j) designa-se por arco basico se constituir o caminho mais curto entre os nés
i e j. Um caminho mais curto entre quaisquer dois nds da rede sera totalmente constituido por

arcos bésicos (embora existam arcos basicos ndo pertencentes ao caminho mais curto).

O algoritmo de Floyd utiliza a matriz D, de ordem n, das distancias directas mais curtas
entre os nés. Os nés que nao sdo adjacentes (ndo existe arco a liga-los) tém associado uma
distancia directa infinita. Como os nds sdo (por convengao) adjacentes a eles préprios, tém

associado um arco de comprimento 0 (zero). Os ciclos préprios sdo ignorados.
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Entre cada par de nés ndo ligados por um arco bésico é criado um arco, através de um
processo identificado por “tripla ligacao” :
djj - min { dy, dy + dy }
Fixando um k, a “tripla ligacdo” é efectuada para todos os nos i, j # k.

Apbs efectuar a “tripla ligacao” para cada k € Nei,j € N-{k}, arede (na matriz D

alterada ao longo deste processo) é apenas constituida por arcos basicos. Logo, o valor

associado a cada arco dirigido (i, k) é o caminho mais curto entre aqueles nos.

Para conhecer todos os nés intermédios num dado caminho, mantém-se paralelamente
uma matriz P, de ordem n, onde o elemento Py representa o primeiro né intermédio entre os
nos i e j. No final deste algoritmo, a matriz D corresponde a matriz das distancias mais curtas
entre qualquer par de nés. Em Algoritmo 3 encontra-se a descricdo deste algoritmo, que foi

adaptado a partir de Ahuja et al. [1].

D <« matriz das distancias directas
Pi<j, ¥ijeN
Para k=1, .., n Fazer
Para i,j=1, .., ntal quei, j#k Fazer
Se Dj> Dy + Dy; Entdo
Djj <~ Dy + Dy

Pyj « Py

Algoritmo 3. Caminho mais curto : Floyd.

Para se determinar a ordem de complexidade deste algoritmo, considere-se uma rede
completa, com n nés e m = n.(n-1) arcos (pior dos casos). Neste caso, a quantidade de
operacdes que sdo efectuadas depende do ntimero de iteragdes dos ciclos, uma vez que em
cada iteracdo sdo efectuadas, no maximo, trés operacdes (incluindo o teste). Portanto, para
este caso, o ciclo externo é executado n vezes e o interno 2.(n-1), o que perfaz um total de

n.2.(n-1) = 2.n2 - 2.n = O(n2).

Relativamente ao espago de memoria exigido, sdo necessarias duas matrizes quadradas

de ordem n; logo, sdo precisos 2.n2 espagos de memoria para guardar informacgao — O(n2).
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3. Arvore dos caminhos mais curtos

Quando se pretende determinar os caminhos mais curtos de um né origem para todos
0s outros, esta-se perante um problema de caminho mais curto. Para armazenar os dados
referentes a estes caminhos, apenas é necessario utilizar (n—1) espacos de memoria, em que n é
quantidade nés da rede. Este resultado é consequéncia do facto de se poder determinar
sempre uma arvore com raiz no né origem, a qual pertencem todos os nés da rede para os
quais exista caminho desde o né origem, com a seguinte propriedade : o tinico caminho da
origem para qualquer n6 é o caminho mais curto para aquele no.

Portanto, para se determinar a arvore dos caminhos mais curtos de um noé origem para

todos os outros numa qualquer rede, basta aplicar um dos dois primeiros algoritmos de

caminho mais curto, apresentados anteriormente.

4. O problema de determinar os k caminhos mais curtos

Este problema coloca-se quando é necessario conhecer, ndo s6 o caminho mais curto
entre dois nés de uma rede, mas também o 2°, 0 3, ..., o k-ésimo caminho mais curto, tal que o
valor do k-ésimo caminho é menor ou igual ao valor do j-ésimo caminho, com j > k. Pretende-
se entdo determinar uma ordenacdo (crescente) dos caminhos mais curtos, os quais

constituem caminhos mais curtos alternativos ao melhor caminho.

Os problemas de determinar os k caminhos mais curtos pode ser aplicado a casos em
que se pretenda determinar o caminho mais curto, mas obedecendo a restricdes complexas,
em que a melhor solucdo pode nado ser o caminho mais curto. Portanto, determinando-se
sucessivamente os caminhos por ordem crescente dos seus comprimentos, pode-se chegar ao
caminho mais curto que obedece as restrigdes impostas.

Em problemas de circulagdo de veiculos interessa, muitas vezes, conhecer caminhos
alternativos ao caminho mais curto, em virtude de existir congestionamento ou corte em
qualquer troco daquele caminho.

Em problemas de encaminhamento de chamadas, pode interessar conhecer caminhos

alternativos ao mais curto, por exemplo, quando alguma ligagdo deste caminho esta saturada.

Um outro tipo de problemas que pode utilizar o algoritmo dos k caminhos mais curtos,

estd relacionado com o problema do caminho mais curto com multiplos objectivos.
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Formalmente, pode-se definir o problema de determinar os k caminhos mais curtos da
seguinte forma :

Seja 6 = (N, A, €) uma rede com n nés e m arcos. Considere-se ¢ : P — R tal que p — c(p) =

2p ¢jj € um valor real definido sobre P, que associa um valor a cada caminho de s para t em

6. Dado um inteiro positivo k, pretende-se determinar um conjunto PR = P1 - Pk} <P

tal que

1) p; é determinado antes de p;;1, para qualquerie {1, .., k-1}
2) c(p;) <c(pj+1) » para qualqueri e {1, ..., k-1}

3) c(py) <c(q), para qualquer q € P — pk)

Existem alguns algoritmos para tratar este problema, dos quais serdo referidos trés
deles, de acordo com a sua importancia na evolugdo dos algoritmos :
o baseado no Principio da Optimalidade — o classico algoritmo de Dreyfus [12],
« baseado no aumento da rede — desenvolvido por Martins [17],
o baseado na determinagdo de nés desvios — desenvolvido por Martins et al. [20].
Enquanto que os dois primeiros determinam os k trajectos mais curtos, o altimo determina

apenas caminhos (um caminho é um trajecto sem ciclos).

4.1. Algoritmo de Dreyfus

O objectivo deste algoritmo é determinar os k trajectos mais curtos entre um né origem
(assume-se que é o n6 1) e os restantes (n—1) nés da rede — Algoritmo 4.
Em Algoritmo 4 (em Rodrigues [21]), atenda-se a seguinte notagao :
+ u[h] € o comprimento do h-ésimo trajecto mais curto do n6 origem para o n6 j;
« (i, j, h) é a quantidade de trajectos nos quais (i, j) é o arco final, no conjunto dos h
trajectos mais curtos ({ 1° 2°, ..., h-ésimo }) do né origem para o néj.
Neste algoritmo os nés j devem ser processados na ordem da quantidade de arcos existentes

nos respectivos trajectos mais curtos a partir da origem, de modo a que o valor u;[h+1] seja

conhecido na altura em que se pretenda calcular uj[h+1], se (i, j) € A.
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uq[1] <~ 0  (por convengio, o né origem é o 1)
Para todos os arcos (i, j) Fazer
u(j0)«0
Determinar a drvore dos caminhos mais curtos a partir do n6 origem
Para osnésj=2,3,..,nei=12, ..,n comi=#j Fazer
Se i é predecessor de j na arvore dos caminhos mais curtos Entao
HG 1) e n ) 0)+1
Senao
R3 1)< r@50)
Para h =1, ..., k Fazer
Para todo onéj Fazer
Se (i, j) é o arco final do h-ésimo trajecto mais curto da origem até j Entao
h G h) (i, he1) + 1
Senao
b (i, B) 1 i, he1)
(i, j) « altimo arco do trajecto mais curto da origem para j

uilh] « min{u;[u(i, j,h - 1)+ 1]+ c;

1

Algoritmo 4. Determinar os k trajectos mais curtos : Dreyfus.

Em termos de complexidade, a quantidade de opera¢des que este algoritmo efectua é da
ordem de O(k.n.log n), ndo contabilizando as operacdes associadas ao cdlculo da arvore dos

caminhos mais curtos, nem a atribui¢ao de valores iniciaisa u e p.

Este algoritmo necessita de k.n espacos de memoéria para guardar a informacdo
associada a u e m espagos para a associada a p — em cada iteragdo é preciso guardar o valor
de p (i, j, h) para cada arco (i, j) — para além do espago necessério para armazenar a rede.
Portanto, o algoritmo necessita de um total de n2 + k.n + m espacos de memdria para

armazenar informagdao — O(n2).
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4.2. Algoritmo baseado no aumento da rede

O desenvolvimento deste tipo de algoritmos deveu-se, principalmente, a Martins [17],
cuja ideia inicial tem sofrido melhorias ao longo dos tempos. Este tipo de algoritmo consiste
em aumentar a rede, sempre que se encontre um trajecto, em que esta alteracdo esta
directamente relacionado com o caminho que foi encontrado.

Considerando que se pretende determinar os k trajectos mais curtos entre os nos s
(origem) e t (destino) na rede 6(N, A, C), o algoritmo comeca por adicionar um “super né
origem” S, um “super né destino” T e dois arcos de custo nulo, (S, s) e (t, T). Desta forma, em
qualquer trajecto de S para T existe um subtrajecto de s para t, cujos comprimentos sdo iguais,

pois (S, s) e (t, T) tém comprimentos nulos.

O primeiro passo do algoritmo consiste em determinar a drvore dos caminhos mais
curtos do né s para todos os outros, a partir da qual se determina o trajecto mais curto de s
para t. Depois, e em cada iteracdo h do algoritmo, a rede é alterada adicionando mais noés
(alternativos) e mais arcos (ficticios), sobre a qual é determinado o trajecto mais curto, que
coincide com o (h+1)-ésimo trajecto mais curto da rede original.

Assim, para se determinar a sequéncia dos k trajectos mais curtos, { py, Py, - Px }, O
algoritmo constr6i uma sequéncia de k nés { t, t’, t”, ..., tk)" } em que cada um representa o
nod terminal t e o no alternativo ao trajecto mais curto. Além disso, o k-ésimo trajecto mais
curto pode ser determinado desde t&1)" até s, andando para trés, substituindo todos os nos

alternativos pelos respectivos nds originais.

Em Algoritmo 5 descreve-se a versdao mais recente deste algoritmo (MS), que foi
apresentada por Martins e Santos [19]. Para qualquer né x € N considere a seguinte notagao :
Pred(x) é o n6 que antecede x em p — (Pred(x), x) € p
Suc(x) é o no sucessor de x em p — (X, Suc(x)) € p
n, € o valor da distancia mais curta de s para x,
I(x) ={ (i, x) : (i, x) € A} é o conjunto dos arcos que chegam a x,
T(x)={ieN:(4 x) € I(x) } é o conjunto dos nds cauda dos arcos de I(x),
x" é o no alternativo de x,

X € ono da rede original que corresponde ao no x,

x()’ é 0 h-ésimo no alternativo de x (x tem h nés alternativos) —x©) =x, ¥V x ¢ N
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Determinar a arvore dos caminhos mais curtos a partir de s em G
p1 < caminho mais curto de s para t na arvore dos caminhos mais curtos
h«1
P<P1
Enquanto existe um trajecto alternativoa p e h <k Fazer
u < o primeiro n6 de p tal que a u chega mais do que um arco {1° fase }
Se u’ ¢ N Entao
(N,A)«— (N, A u{u'}
T(u)=T(u) - {Pred(u) }
I(a) =1(a) - { (Pred(u), @) }
ny < min { n, + dist(x, u): (x, u) e [(u) }
v < Suc(u)
Senao
V « primeiro né que segue u € p talque u’ € N
Para cadaw € {v, .., t0-1)} Fazer {2° fase }
(N,A) « (N, A) u{w'}
T(w)=T(wW)—{Pred(w) } U { Pred(w)’}
(W) = (W) - { (Pred(w), W) } U { (Pred(w), W)}
T, < min {m, + dist(x, w):(x, w) e T(W)}
p < trajecto mais curto de s para th) em 6

heh+1

Algoritmo 5. Determinar os k trajectos mais curtos : baseado no aumento da rede (MS).

Em termos de complexidade, a quantidade de operagdes que esta versdo do algoritmo
efectua é da ordem de O(k.m), ndo tendo em conta as operagdes associadas ao calculo da

arvore dos caminhos mais curtos.

Comparando com a versdo originall, a quantidade de operagdes efectuadas ndo foi

melhorado. No entanto, relativamente ao espaco de memoria necessario para o algoritmo ser

1 A versao origial deste algoritmo encontra-se descrita em Martins e Santos [19].
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executado, enquanto que a quantidade de operagdes na versao inicial é da ordem de O(k.n +
k.m), a tltima versao apenas é da ordem de O(k.n + m) —ou de O(k.n) se k> m/n.
Note-se que esta questdo do espago de memoria é muito importante, ja que permite a

sua aplicacdo a problemas que envolvam redes muito grandes.

Comparando a versdo aqui apresentada (a ultima) com a original, verifica-se que
enquanto na versdo original as quantidades de nds e de arcos sofrem um significativo
aumento, uma vez que quando se adiciona um n¢ alternativo x’, adicionam-se tantos arcos
quantos os que chegam a x menos 1 (se (y, x) € A e (y, x) ¢ p entdo (y, X) é adicionado a rede),
na versdo aqui apresentada, apenas o ntimero de nos é aumentado, ja que o nimero de arcos
pode ser mantido (ou até ligeiramente decrementado), pois sempre que se adiciona um né
alternativo x’, retira-se o arco de p que chega a x e, ou ndo se adiciona qualquer arco (1? fase)

ou apenas se adiciona um arco que liga o n6 alternativo de Pred(x) a x (2° fase).

4.3. Algoritmo baseado na determinag¢ao de nés desvios

Este algoritmo, que foi apresentado por Martins et al. [20], utiliza a mudanca de variavel
proposta por Eppstein nos seus algoritmos para problemas sem restricdes e o conceito de né
desvio de um trajecto.

Em termos gerais, a iteragdo h deste algoritmo consiste em determinar os desvios que
podem dar origem a caminhos, os quais sdo calculados a partir do h-ésimo caminho mais
curto, que foi encontrado nesta versao.

A mudanga de variavel é apresentada no seguinte resultado : seja p; a distancia mais

curtadeiparate Eij =pj— P * G ¥ (i, j) € A. Entdo, c(p) :Zpaij =p;—ps+c(p), VpeP.

Para resolver o problema da arvore dos caminhos mais curtos de cadanéi e N—{t}
para t, utiliza-se o algoritmo de Dijkstra Inverso (ver seccdo 2.3 deste capitulo).
Por outro lado, o conjunto de arcos que saem de cada né i tem de ser ordenado por

ordem decrescente dos valores de ¢jj, de tal modo que o ultimo arco pertenga ao caminho

mais curto de i para t.
Considere-se a seguinte definicdo de né desvio de um caminho. Seja q o caminho mais
curto de s para i na drvore de todos os trajectos ja determinados. Para todook >1,0on6ié o

no desvio de py se q < py e for o subcaminho com o maior namero de nés tal que q < py, com

h e {1, .. k-1} Por conveniéncia, o n6 s é o n6 desvio de p;. Considere-se o seguinte
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exemplo:p;=1[1,2,3,4,5],pp,=1[1,2,4,5], p3=[1,2,3,5] epy =[1, 2 4,3, 5] sao caminhos de
uma rede qualquer. O n6 desvio de p4 é 0o n6 3, pois q = [1, 2, 3] é o subcaminho com origem
em 1 com o maior nimero de nds entre todos os trés caminhos dados.

Em Algoritmo 6 descreve-se a versdo mais recente deste algoritmo (MPS), que foi

apresentada por Martins et al. [20].

Determinar a arvore dos caminho mais curto para tem G

Gjj <= pj— pj + cjj, para todo (i, j) € A
A< {1, .,m}talqueVie{l,..,m} ¢ < ¢ secauda(i) = cauda(i+1)

X<{p1}
h«0
Enquanto (X# ) e (h<k) Fazer
p < trajecto de X tal que ¢(p)<c(q) para qualquer q € X
Se p nao tem ciclos Entao
h«h+1
Ph< P
i< no desvio de p
Repetir
p; < subcaminho de p de s para i
b <« arco de p cujacauda é ond i
Enquanto (i éacaudadeb+1) e (b+1 forma um ciclo com p;) Fazer
b«b+1
Se (i é acauda de b+1) Entao
j < cabecadeb +1

Pj < caminho mais curto de j para t
X Xufpi0[ijl0pj} (0= concatenagio)

i < préximo no6 de p

Até (p;ser umciclo) Ou (i=t)

Algoritmo 6. k caminhos mais curtos : baseado no célculo de nés desvios (MPS).
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