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(usando ponteiros e memoria dinamica)

Estrutura Abstrata de Dados

Arvore Binaria (AB)

Implementacao com ligacoes simples
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Arvore
Definicao
- No contexto das ciéncias da computacao, uma arvore ¢ uma estrutura de dados em
que os dados
- sao todos do mesmo tipo

- estao dispostos de forma hierarquica (um conjunto de dados esta hierarguicamente

subordinado a outro conjunto de dados)
- Uma arvore pode definir-se como um conjunto finito de nodos (nds), tal que

- existe um nodo particular chamado raiz (nodo principal)

- 0s restantes nodos (denominados de filhos) estao divididos em m conjuntos disjuntos
T, Ty, ..., T, (M > 0), ligados a raiz atraves de ramificacoes
- cada conjunto de nodos Ty (k = 1, ..., m) € uma arvore (subarvore da raiz)

- cada nodo filho é também raiz de subarvore

- um nodo sem filhos € denominado de folha (ou nodo terminal)

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Conceitos gerais
- Existe alguns termos que se podem usar, tais como as que se seguem
- pai
filho

irmao

antepassado
- descendente
- folha

- O grau de um nodo define-se como o numero de subarvores desse nodo
- O grau de uma arvore ¢ o grau maximo dos seus nodos

- O nivel de um nodo pode ser definido da seguinte forma

- 0 hodo raiz tem nivel 0

- 0s niveis dos restantes nodos sao mais uma unidade do que o nivel dos seus pais

- A altura (profundidade) de uma arvore € o nivel maximo dos seus nodos

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Arvore Binaria
Definicao
- Uma arvore binaria € um conjunto finito de elementos (nodos) que pode ser vazio

ou particionado em trés subconjuntos

- raiz da arvore (elemento inicial, que é Unico)
- subarvore esquerda (se vista isoladamente forma uma outra arvore)

- subarvore direita (se vista isoladamente forma uma outra arvore)
- Como a definicdo de arvore € recursiva, muitas operacdes sobre arvores binarias
sao definidas de forma recursiva
- Uma arvore onde cada nodo, que nao seja folha, tem subarvores esquerda e direita
nao vazias, € conhecida como arvore estritamente binaria

- Uma arvore estritamente binaria com n folhas tem 2n-1 nodos

- 0 numero de folhas € maior, em uma unidade, do que o numero dos restantes nodos (que

nao sao folhas)

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Conceitos gerais

- O nodo A é a raiz da arvore

- A subarvore esquerda tem como raiz o nodo B o
- A subarvore direita tem como raiz o nodo C \
- Os nodos D, G, H e I sao folhas e o

- A é paide B e B é filhode A

- Os nodos que se encontram no mesmo nivel e que
tém o mesmo pai, denominam-se de irmaos Q e

- B e C sao irmaos (e filhos de A)

- D e E sao irmaos (e filhos de B) @

- H e I sao irmaos (e filhos de F)

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Conceitos gerais

- Ta € a arvore enraizada no nodo A (toda a arvore)

- T¢ € a subarvore enraizada no nodo F, a qual contém os n6os F, He I

-OsgrausdonodoBé 2edonodoCé1l
- O nodo A tem nivel O

- Os nodos B e C tém nivel 1

- Os nodos D, E e F tém nivel 2

- Os nodos G, H e I tém nivel 3

- Aalturade Tap é 3

- Aalturade Tcé 2
-Aalturade Tgé 1
-Aalturade T éO

EAD Arvore Binaria
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Conceitos gerais

- Um caminho da arvore

- € composto por uma sequéncia de nodos consecutivos (ni, ny, n3, ...,Nk-1, Nk) tal que
existe sempre a relagdo: nj € pai de nj41
- 0s k nodos formam um caminho de comprimento k-1
- O comprimento do caminho entre o nodo A e o nodo H é 3 (figura anterior)
- A altura de uma arvore pode também ser definida como o comprimento do
caminho entre a raiz e um dos seus descendentes no maior nivel
- Descendentes de um nodo sao todos os nodos que podem ser alcancados
caminhando-se para baixo a partir daquele nodo

- A altura de cada uma das folha de uma arvore é 0

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Conceitos gerais
- Uma arvore binaria completa € uma arvore onde todos os niveis (excepto
possivelmente o ultimo) estdao completamente preenchidos com nodos
- ou seja, as folhas sé se podem encontrar nos dois Ultimos niveis
- Uma arvore binaria cheia é uma arvore estritamente binaria na qual todas as
folhas estao no mesmo nivel k, em que k € a altura da arvore
- Numa arvore binaria cheia
- 0 numero total de nodos é 2k+1 -1
- 0 numero total de folhas é 2k
- Embora uma arvore binaria cheia tenha muitos nodos (o maximo para cada nivel), a

distancia da raiz a uma folha qualquer é relativamente pequena

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Conceitos gerais
- A figura que se segue
- representa uma arvore completa de nivel 3
- tem altura 3 com 12 nodos e 6 folhas
- 0s niveis 0 (1 nodo), 1 (2 nodos) e 2 (4 nodos) estao completos

- sO ha folhas nos niveis 2 (1 folha) e 3 (5 folhas)

Nivel 0 ———p

Nivel 1 ——p

Nivel 2 — 9

Nivel 3

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Operacdes basicas sobre uma Arvore Binaria
Criar uma AB (vazia)
Libertar/destruir uma AB
Verificar se uma AB esta vazia
Mostrar os elementos de uma AB: pré-ordem, em-ordem e pos-ordem
Determinar a altura de uma AB
Pesquisar um elemento numa AB
Atualizar um elemento de uma AB
Inserir um elemento huma AB

Remover um elemento de uma AB

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados




Nodos e ligacdes 14/46

Nodos e ligacoes

Estrutura

- Um nodo pode ser representado por uma estrutura com os seguintes dados
- a informacao propriamente dita que se pretende guardar e tratar
- as ligacoes a outros dois nodos, correspondentes
- a raiz da subarvore esquerda
- a raiz da subarvore direita
- As ligacgoes sao feitas através de apontadores/ponteiros, os quais indicam onde
- esta a raiz da subarvore esquerda

- esta a raiz da subarvore direita

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Definicao de um nodo

- Em linguagem C

struct NodoAB {
INFOAB Elemento;
struct NodoAB *Esquerda;
struct NodoAB *Direita;

37

typedef struct NodoAB *PNodoAB;

100100

Esquerda| Direita

- definicdo implementada através de uma estrutura composta por trés campos:
- Elemento: INFOAB é o tipo de dados que contém a informacdo a guardar e tratar
- Esquerda: ligacao a raiz da subarvore esquerda
- Direita: ligacao a raiz da subarvore direita

- definicao perante um problema de circularidade, pois os campos Esquerda e Direita
- sao apontadores para elementos do tipo NodoAB

- fazem parte da estrutura NodoAB

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Representacao grafica

- O identificador T é um ponteiro para a raiz da Arvore

- E a partir deste identificador que se chega a todos os nodos da Arvore

EAD Arvore Binaria

Algoritmos e Estruturas de Dados
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Operacoes sobre a estrutura INFOAB

Mostrar os dados de um elemento do tipo INFOAB
void mostrarElementoAB (INFOAB X)
- operacao que mostra os dados/informacao do elemento X do tipo INFOAB
Criar um elemento do tipo INFOAB
INFOAB criarElementoAB ()
- operacgao para criar um elemento do tipo INFOAB, com dados vindos de fonte adequada
Comparar dois elementos do tipo INFOAB
int compararElementosAB (INFOAB X, INFOAB Y)

- operagao que compara dois elementos do tipo INFOAB (segundo o campo que é a chave)
- devolve: -1 (X <Y),0(X=Y)oul (X>Y)

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Operacoes basicas sobre um nodo

Criar um nodo de uma Arvore Binaria

Entrada: informacao/dados que se pretende guardar na AB
Saida: um ponteiro para um nodo (informacgao + ligagoes)

PNodoAB criarNodoAB (INFOAB X)

{
PNodoAB P;

P = (PNodoAB) malloc(sizeof(struct NodoAB));

if (P == NULL)
return NULL,;
P—Elemento = X;

P—Esquerda = NULL; ofe

P—Direita = NULL;
return P;

EAD Arvore Binaria
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Libertar/destruir um nodo de uma Arvore Binaria

Entrada: um ponteiro para o nodo que se pretende destruir
Saida: o ponteiro a apontar para NULL

PNodoAB libertarNodoAB (PNodoAB P)
{

P—Esquerda = NULL;

P—Direita = NULL;

free(P);

P = NULL;

return P;

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Operacoes basicas sobre uma Arvore Binaria

Criar uma Arvore Binaria

Entrada: --
Saida: devolve um Arvore Binaria vazia (sem elementos)

PNodoAB criarAB ()

{
PNodoAB T;

T = NULL;
return T;

}

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Libertar/destruir uma Arvore Binaria

- Operacdo para libertar todos os nodos de uma Arvore Binaria

Entrada: uma Arvore Bindria T (a que se pretende libertar/destruir)
Saida: a Arvore Bindria T vazia (T a apontar para NULL)

PNodoAB destruirAB (PNodoAB T)
{
if (T == NULL)
return T;
T—Esquerda = destruirAB(T—Esquerda);
T—Direita = destruirAB(T—Direita);
T = libertarNodoAB(T);
return T;

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Verificar se uma Arvore Binaria esta vazia

Entrada: uma Arvore Binaria T
Saida: 1 (se T esta vazia) ou 0 (se T ndo esta vazia)

int ABVazia (PNodoAB T)
{
if (T == NULL)
return 1;
else
return O;

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Mostrar os elementos de uma Arvore Binaria
- Para se mostrar os elementos de uma Arvore Bindria, deve-se percorrd-la de uma
forma organizada

- Uma Arvore Bindria pode ser percorrida de duas formas:
- em profundidade:
- travessia em em-ordem: subarvore esquerda, raiz e subarvore direita
- travessia em pré-ordem: raiz, subarvore esquerda e subarvore direita.
- travessia em pds-ordem: subdarvore esquerda, subarvore direita e raiz.
- em largura:

- travessia por niveis: nivel 0 (raiz), nivel 1, nivel 2, ...

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Mostrar os elementos de uma Arvore Binaria

- Exemplo de como percorrer os elementos de uma Arvore Bindria

¥T

em-ordem: C=>B=E=>D=F=A=J=oH=G=I=K
pré-ordem: A>B=>C=>D=2E=F=G=>H=J]=I=K
pos-ordem: C=>E=F=>D=B=J=>H=K=I=G=A
por niveis: 0: A # 1:B=G # 2:.C=>D=>H=1# 3:E=>F=]J=K

EAD Arvore Binaria

Algoritmos e Estruturas de Dados
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Mostrar os elementos de uma Arvore Binaria
- Operacao para fazer a travessia em em-ordem (esquerda, raiz e direita)

Entrada: uma Arvore Binaria T
Saida: -- (mostra os elementos da arvores pela ordem indicada)

void mostrarEmOrdemAB (PNodoAB T)

{

if (T '= NULL) {
mostrarEmOrdemAB(T—Esquerda);
mostrarElementoAB(T—Elemento);

mostrarEmOrdemAB(T—Direita);

Algoritmos e Estruturas de Dados
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Mostrar os elementos de uma Arvore Binaria
- Operacao para fazer a travessia em pré-ordem (raiz, esquerda e direita)

Entrada: uma Arvore Binaria T
Saida: -- (mostra os elementos da arvores pela ordem indicada)

void mostrarPreOrdemAB (PNodoAB T)

{

if (T '= NULL) {
mostrarElementoAB(T—Elemento);
mostrarPreOrdemAB(T—Esquerda);

mostrarPreOrdemAB(T—Direita);

Algoritmos e Estruturas de Dados
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Mostrar os elementos de uma Arvore Binaria
- Operacao para fazer a travessia em pos-ordem (esquerda, direita e raiz)

Entrada: uma Arvore Binaria T
Saida: -- (mostra os elementos da arvores pela ordem indicada)

void mostrarPosOrdemAB (PNodoAB T)

{
if (T '= NULL) {
mostrarPosOrdemAB(T—Esquerda);
mostrarPosOrdemAB(T—Direita);

mostrarElementoAB(T—Elemento);

Algoritmos e Estruturas de Dados
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Determinar a altura de uma Arvore Binaria

Entrada: uma Arvore Bindria T
Saida: a altura da Arvore Bindria T (-1 se é vazia, 0 se s6 tem um elemento, ...)

int alturaAB (PNodoAB T)
{
int altEsq, altDir
if (T == NULL)
return -1; // por definicao, altura de uma arvore vazia ¢é -1
altEsq = alturaAB(T—Esquerda);
altDir = alturaAB(T—Direita);
if (altEsqg > altDir)
return altEsq + 1;
else
return altDir + 1;

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Pesquisar um elemento numa Arvore Binaria

Entrada: o elemento a pesquisar e uma Arvore Bindria T
Saida: ponteiro para o nodo com o elemento a pesquisar (existe); NULL (ndo existe)

PNodoAB pesquisarAB (INFOAB X, PNodoAB T)

{
PNodoAB P;
if (T == NULL)
return NULL; // o elemento X nao existeem T
if (compararElementosAB(X, T>Elemento) == 0)

return T; // foi encontrado um nodo com o elemento igual a X
P = pesquisarAB(X, T—>Esquerda);
if (P !'= NULL)
return P; // existe um nodo com elemento igual a X na subarvore esquerda
// procurar um nodo com elemento igual a X na subarvore direita
return pesquisarAB(X, T—Direita);

}

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Atualizar um elemento de uma Arvore Binaria

Entrada: a informacdo atual (chave), a nova informacdo e uma Arvore Binaria T
Saida: --
void atualizarElementoAB (INFOAB X, INFOAB Novo, PNodoAB T)

{
PNodoAB P;

P = pesquisarAB(X, T);
if (P != NULL)
P—Elemento = Novo;

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Inserir um elemento numa Arvore Binaria

- O algoritmo de insercdo de um elemento numa Arvore Bindria
- comega com uma pesquisa deste elemento na arvore (posicao de insercao)
- 0 nodo com o novo elemento é sempre inserido como folha da arvore

- Necessidade da pesquisa obedecer a algum critério

- para existir uniformidade na distribuicao dos nodos pela arvore

- de forma a que arvore nao fique totalmente desequilibrada
- Um critério possivel

- a altura dos filhos (subarvores esquerda e direita) de cada nodo da Arvore Bindaria

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados




Operacdes basicas sobre uma Arvore Binaria 32/46

Inserir um elemento numa Arvore Binaria

Entrada: elemento a inserir e uma Arvore Bindria T
Saida: a Arvore Bindria T atualizada (a raiz de T pode ter sofrido alteracdo)

PNodoAB inserirPorAlturaAB (INFOAB X, PNodoAB T)
{
if (T == NULL){
T = criarNodoAB(X);
return T;

b
if (alturaAB(T—Esquerda) > alturaAB(T—Direita))

T—Direita = inserirPorAlturaAB(X, T—Direita);

else
T—Esquerda = inserirPorAlturaAB(X, T>Esquerda);

return T;

}

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Remover um elemento de uma Arvore Binaria

- Considerar trés casos distintos, segundo as caracteristicas do nodo a remover:
- se € um nodo sem filhos (folha)
- se € um nodo com um Unico filho

- se € um nodo com dois filhos.

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados










Operacdes basicas sobre uma Arvore Binaria 36/46

Remover um elemento de uma Arvore Binaria

- Remocgao de um nodo com dois filhos
- 0 processo implica substituir este nodo por uma das folhas sua descendente:
19) escolher uma das folhas descendente do nodo a remover que o ira substituir
29) substituir a informacao (Elemento) do nodo a remover pela da folha escolhida

39) remover a folha escolhida

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados
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Remover um elemento de uma Arvore Binaria

- Remogao de um nodo com dois filhos
- exemplo: remover o nodo com 30 da arvore em baixo
10) escolher a folha com 37 (descendente mais longe) - podia ser a com 20 ou 45

29) substituir a informacao (Elemento) do nodo com 30 pela do nodo com 37

& ® R0
©
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Remover um elemento de uma Arvore Binaria

- Remogao de um nodo com dois filhos
- exemplo: remover o nodo com 30 da arvore em baixo
10) escolher a folha com 37 (descendente mais longe) - podia ser a com 20 ou 45
29) substituir a informacao (Elemento) do nodo com 30 pela do nodo com 37

39) remover a folha escolhida (também com 37)

100
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Remover um elemento de uma Arvore Binaria

Entrada: o elemento X a remover e uma Arvore Binaria T
Saida: a Arvore Bindria T atualizada (a raiz de T pode ter sofrido alteracdo)

PNodoAB removerAB (INFOAB X, PNodoAB T)

{
PNodoAB P;
if (compararElementosAB(T—Elemento, X) == 0) { // T>Elemento = X
T = removerNodoAB(T);
return T;
b
P = pesquisarAB(X, T—>Esquerda);
if (P != NULL)
T—Esquerda = removerAB(X, T—>Esquerda);
else
T—Direita = removerAB(X, T—Direita);
return T;
by

EAD Arvore Binaria Algoritmos e Estruturas de Dados




Operacdes basicas sobre uma Arvore Binaria 40/46

Remover um elemento de uma Arvore Bindria - operacdo auxiliar

Entrada: ponteiro para o nodo que se pretende remover (subarvore T ndo vazia)
Saida: ponteiro para a raiz da subarvore sem aquele nodo (pode ter sido alterada)

PNodoAB removerNodoAB (PNodoAB T) {

PNodoAB P;

INFOAB X;

if (ToEsquerda == NULL && T—Direita == NULL) { // T é uma folha
T = libertarNodoAB(T);
return T; // T = NULL

b

if (T>Esquerda == NULL) { // T s6 tem um filho: o direito
P=T,
T = T—Direita;
P = libertarNodoAB(P);
return T;
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Remover um elemento de uma Arvore Bindria - operacdo auxiliar

if (T->Direita == NULL){  // T s6 tem um filho: o esquerdo
P=T,
T = T>Esquerda;
P = libertarNodoAB(P);
return T;

b

// T tem dois filhos: remover a folha escolhida e copiar a sua informacao
T = procurarFolhaAB(T, &X);

T—Elemento = X;

return T;

Algoritmos e Estruturas de Dados
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Remover um elemento de uma Arvore Bindria - operacdo auxiliar

Operacao (recursiva): procurar uma folha descendente do nodo a remover
Entrada: ponteiro para o nodo que se pretende remover (subarvore T ndo vazia)
Saida: ponteiro para a raiz da subarvore sem aquele nodo (pode ter sido alterada)

PNodoAB procurarFolhaAB (PNodoAB T, INFOAB *X){
PNodoAB P;
if (ToEsquerda == NULL && T—Direita == NULL) {
*X = T Elemento;
T = libertarNodoAB(T);
return NULL; // ou: return T;
b
if (alturaAB(T—Esquerda) > alturaAB(T— Direita))
T—Esquerda = procurarFolhaAB(T—Esquerda, X);
else
T—Direita = procurarFolhaAB(T— Direita, X);
return T;

}
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Travessias ndo recursivas de uma Arvore Binaria
- Necessario utilizar uma memodria para guardar os nodos ja visitados e/ou por visitar,
de forma a poder-se regressar posteriormente a estes nodos
- Como o caminho de regresso € normalmente o caminho percorrido no sentido
contrario, devemos usar uma EAD Pilha ou uma EAD Fila para tal
- Nas travessias mais comuns (em pré-ordem, em-ordem e pds-ordem)
- utiliza-se uma EAD Pilha para armazenar os nodos ja visitados

- definicao do tipo de dados INFOPilha e da EAD Pilha

typedef PNodoAB INFOPilha;
struct NodoPilha {
INFOPilha Elemento;
struct NodoPilha *Ant;
3
typedef struct NodoPilha *PNodoPilha;
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Travessias ndo recursivas de uma Arvore Binaria

Operacao: travessia em pré-ordem (raiz, esquerda e direita)

void mostrarPreOrdemAB (PNodoAB T) {
PNodoPilha S = criarPilha();
PNodoAB P;
if (T == NULL)
return;
S = push(T, S);
while (pilhaVazia(S) == 0) {
P = topo(S);
S = pop(S);
mostrarElementoPilha(P—Elemento);
if (P—Direita '= NULL)
S = push(P—Direita, S);
if (P—Esquerda !'= NULL)
S = push(P—Esquerda, S);

g
}
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Travessias ndo recursivas de uma Arvore Binaria
- Como se pode verificar, as versoes recursivas dos algoritmos de travessias
estudadas sao muito mais faceis de implementar do que as correspondentes
versoes iterativas
- No entanto, num outro tipo de travessia isso nao acontece, como é o caso da
travessia por niveis

- Na travessia por niveis

- utiliza-se uma EAD Fila para armazenar os nodos ja visitados
- definicao do tipo de dados INFOFila e da EAD Fila

typedef PNodoAB INFOFila;
struct NodoFila {
INFOFila Elemento;
struct NodoFila *Seg;
3
typedef struct NodoFila *PNodoFila;
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Travessias ndo recursivas de uma Arvore Binaria

Operacao: travessia por niveis

void mostrarPorNiveisAB (PNodoAB T) {
PNodoFila Q = criarFila();
PNodoAB P;
if (T == NULL)
return;
Q = juntar(T, Q);
while (filaVazia(Q) == 0) {
P = frente(Q);
mostrarElementoFila(P—Elemento);
Q = remover(Q);
if (P>Esquerda != NULL)
Q = juntar(P—Esquerda, Q);
if (P—Direita '= NULL)
Q = juntar(P—Direita, Q);

g
}
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