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Arvore Binaria de Pesquisa Balanceada
Adelson-Velskii Landis (AVL)

Implementacao com ligacoes simples

(usando ponteiros e memoria dinamica)
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Definicao
O equilibrio perfeito de uma arvore
- Acontece quando as subarvores esquerda e direita tém a mesma altura

- Exigiria algoritmos de insercao e de remocao muito complexos

- E conveniente definir uma condicdo de equilibrio que seja facil de manter

Uma boa condicao de equilibrio consiste na seguinte definicao
- Uma arvore equilibrada em altura € uma arvore em que a diferenca das alturas
entre as subarvores esquerda e direita, em cada nodo, ndao seja superior a uma

unidade

Assim, a arvore com a “"melhor altura”

- E aquela que tem o maior nimero de nodos para uma qualquer altura (a arvore

binaria de pesquisa completa)
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Exemplos

Arvore AVL Arvore AVL Arvore ndo AVL

Operacdes sobre uma Arvore AVL
- Seguem as mesmas estratégias usadas para as ABP, com excecao das operacoes
para inserir e remover

- Depois de se inserir ou remover um elemento de uma arvore, € necessario

- atualizar as alturas

- reequilibrar a arvore, caso tenha ficado desequilibrada
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Operacdes basicas sobre uma Arvore AVL
Criar uma Arvore AVL (vazia)
Libertar/destruir uma Arvore AVL
Verificar se uma Arvore AVL esta vazia
Mostrar os elementos duma Arvore AVL: pré-ordem, em-ordem e pés-ordem
Pesquisar um elemento numa Arvore AVL
Consultar um elemento duma Arvore AVL
Atualizar um elemento duma Arvore AVL
Inserir um elemento numa Arvore AVL

Remover um elemento duma Arvore AVL
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Nodos e ligacoes

Manipulacao de uma ABP do tipo AVL
- Para manipular uma arvore AVL é preciso guardar, em cada nodo, a sua altura, que

representa a altura da subarvore com raiz nesse nodo

- Assim, o nodo de uma arvore AVL é idéntico ao nodo de uma ABP, a qual se juntou

o campo Altura

Definicao de um nodo de uma arvore AVL

struct NodoAVL {
DadosAVL Elemento;

int Altura;
struct NodoAVL *Esquerda;
struct NodoAVL *Direita;
3
typedef struct NodoAVL *PNodoAVL;
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Operacoes sobre a estrutura DadosAVL

Mostrar os dados de um elemento do tipo DadosAVL
void mostrarElementoAVL (DadosAVL X)
- operacao que mostra os dados/informacao do elemento X do tipo DadosAVL
Criar um elemento do tipo DadosAVL
DadosAVL criarElementoAVL ()
- operacgao para criar um elemento do tipo DadosAVL, com dados vindos de fonte adequada
Comparar 2 elementos, X e Y, do tipo DadosAVL
int compararElementosAVL (DadosAVL X, DadosAVL Y)

- operacao que compara dois elementos do tipo DadosAVL, segundo um dos seus campos
- devolve: -1 (X <Y),0(X=Y)oul (X>Y)
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Operacoes sobre um nodo de uma arvore AVL

Criar um nodo de uma arvore AVL

Entrada: a informacao X que se pretende guardar
Saida: ponteiro para um nodo com a informacao X

PNodoAVL criarNodoAVL (DadosAVL X)
{

PNodoAVL P;

P = (PNodoAVL) malloc(sizeof(struct NodoAVL));

if (P == NULL)

return NULL,;

P—Elemento = X;

P—Altura = 0;

P—Esquerda = NULL;

P—Direita = NULL;

return P;
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Libertar/destruir um nodo de uma arvore AVL

- Adaptar a partir da implementada para Arvores Binarias de Pesquisa

Entrada: um ponteiro para o nodo que se pretende destruir
Saida: o ponteiro a apontar para NULL

PNodoAVL libertarNodoAVL (PNodoAVL P)
{

P—Esquerda = NULL;

P—Direita = NULL;

free(P);

P = NULL;

return P;
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Operacdes sobre uma Arvore AVL

Criar uma Arvore AVL (vazia)

- Adaptar a partir da implementada para Arvores Bindrias de Pesquisa

Entrada: --
Saida: devolve um AVL vazia (sem elementos)

PNodoAVL criarAVL ()
{

PNodoAVL T;

T = NULL;

return T;

}
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Libertar/destruir uma Arvore AVL

- Adaptar a partir da implementada para Arvores Binarias de Pesquisa

Entrada: uma AVL T (a que se pretende libertar/destruir)
Saida: a AVL T vazia (T a apontar para NULL)

PNodoAVL destruirAVL (PNodoAVL T)
{
if (T == NULL)
return T;
T—Esquerda = destruirAVL(T—Esquerda);
T—Direita = destruirAVL(T—Direita);
T = libertarNodoAVL(T);
return T;
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Verificar se uma Arvore AVL esta vazia

- Adaptar a partir da implementada para Arvores Binarias de Pesquisa

Entrada: uma AVL T
Saida: 1 (se T esta vazia) ou 0 (se T ndo esta vazia)

int AVLVazia (PNodoAVL T)
{
if (T == NULL)
return 1;
else
return O;
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Mostrar os elementos duma Arvore AVL
- Adaptar a partir da implementada para Arvores Bindrias de Pesquisa

- Operacao para fazer a travessia em em-ordem (esquerda, raiz e direita)

Entrada: uma AVL T
Saida: -- (mostra os elementos da arvores pela ordem indicada)

void mostrarEmOrdemAVL (PNodoAVL T)

{
if (T '= NULL) {
mostrarEmOrdemAVL(T—Esquerda);
mostrarElementoAVL(T—Elemento);

mostrarEmOrdemAVL(T—Direita);
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Mostrar os elementos duma Arvore AVL
- Adaptar a partir da implementada para Arvores Bindrias de Pesquisa

- Operacao para fazer a travessia em pré-ordem (raiz, esquerda e direita)

Entrada: uma AVL T
Saida: -- (mostra os elementos da arvores pela ordem indicada)

void mostrarPreOrdemAVL (PNodoAVL T)

{

if (T '= NULL) {
mostrarElementoAVL(T—Elemento);
mostrarPreOrdemAVL(T—Esquerda);

mostrarPreOrdemAVL(T—Direita);
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Mostrar os elementos duma Arvore AVL
- Adaptar a partir da implementada para Arvores Bindrias de Pesquisa

- Operacao para fazer a travessia em pos-ordem (esquerda, direita e raiz)

Entrada: uma AVL T
Saida: -- (mostra os elementos da arvores pela ordem indicada)

void mostrarPosOrdemAVL (PNodoAVL T)

{
if (T '= NULL) {
mostrarPosOrdemAVL(T—Esquerda);
mostrarPosOrdemAVL(T—Direita);
mostrarElementoAVL(T—Elemento);
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Pesquisar um elemento numa Arvore AVL

- Adaptar a partir da implementada para Arvores Binarias de Pesquisa

Entrada: o elemento X a pesquisar e uma AVL T
Saida: ponteiro para o nodo com o elemento a pesquisar (existe); NULL (ndo existe)

PNodoAVL pesquisarAVL (DadosAVL X, PNodoAVL T)
{
if (T == NULL)
return NULL,;
if (compararElementosAVL(X, To>Elemento) == 0) // X = T>Elemento
return T;
if (compararElementosAVL(X, T—oElemento) == -1) // X < T-Elemento
return pesquisarAVL(X, T—>Esquerda);
else
return pesquisarAVL(X, T—Direita);
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Consultar um elemento duma Arvore AVL

- Adaptar a partir da implementada para Arvores Binarias de Pesquisa

Entrada: o elemento a consultar X (a chave) e uma AVL T
Saida: -- (mostra o elemento da arvore T com chave igual a do elemento X)

void consultarAVL (DadosAVL X, PNodoAVL T)

{
PNodoAVL P;

P = pesquisarAVL(X, T);

if (P != NULL)
mostrarElementoAVL(P—Elemento);
else

printf("Nao existe elemento na AB com a mesma chave de X!\n”);
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Atualizar um elemento duma Arvore AVL

- Adaptar a partir da implementada para Arvores Binarias de Pesquisa

Entrada: a informacao atual (chave) X, a nova informacao Y e uma AVL T
Saida: ponteiro para a raiz da arvore T (pode ser diferente do inicial)

PNodoAVL atualizarAVL (DadosAVL X, DadosAVL Y, PNodoAVL T)
{
PNodoAVL P;
P = pesquisarAVL(X, T);
if (P!= NULL) {
T = removerAVL(X, T);
T = inserirAVL(Y, T);
b

return T;

}
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- A insercao de um nodo numa arvore AVL, consiste em
- usar o mesmo mecanismo de inser¢cao de um nodo numa ABP (uma AVL € uma ABP), em
gue aquele nodo é inserido como folha da arvore (com altura 0)
- apos a insercao do nodo na arvore, € necessario realizar duas operacoes:
10: atualizar a altura dos nodos ja existentes na arvore

20: verificar a necessidade de equilibrar a arvore

- Atualizacao da altura dos nodos da arvore
- basta, no pior caso, atualizar a altura dos nodos que definem o caminho da raiz da arvore
ao nodo (folha) inserido
- quando o nodo é inserido na subarvore de um nodo de menor altura, apenas é necessario

atualizar as alturas dos nodos desta subarvore
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Equilibrar uma arvore, através de operacoes de rotacoes

rotacao simples a esquerda

rotacdao simples a direita

rotacao dupla a esquerda

rotacdao dupla a direita
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Inserir um elemento numa arvore AVL
- Operacao de insercao
- A operacgao de insercao de um elemento numa arvore AVL
- é semelhante a apresentada para o caso de uma arvore binaria de pesquisa
- a qual se acrescentou a operacao de reequilibrio
- Na travessia da arvore é usada a pesquisa binaria recursiva para
- determinar se o elemento a inserir nao existe na arvore
- marcando no nodo exterior (pai) de insercao, caso nao exista
- Depois de inserir um nodo com o elemento na arvore, que é uma folha,
- no caminho de retorno desta folha até a raiz, a operacao de reequilibrio (funcao
equilibrarAVL) é realizada de forma
- a reequilibrar a arvore e

- a atualizar as alturas dos nodos envolvidos, caso seja necessario
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

Entrada: ponteiro para a arvore AVL e elemento a inserir (que nao existe na AVL)
Saida: ponteiro da raiz da arvore AVL atualizado

PNodoAVL inserirAVL (PNodoAVL T, DadosAVL X)
{
if (T == NULL) <
T = criarNodoAVL(X);
return T;

¥

if (compararElementosAVL(T—Elemento, X) ==1) // T-Elemento > X
T—Esquerda = inserirAVL(T—Esquerda, X);

else // T—Elemento < X, pois X ndo esta na arvore
T—Direita = inserirAVL(T—Direita, X);

T—Altura = atualizarAlturaNodo(T);

T = equilibrarAVL(T); // reequilibrar a arvore

return T;
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Descricao: atualizar o campo “Altura” do nodo raiz de uma arvore AVL

Operacao: atualizar altura da raiz de uma arvore
Entrada: ponteiro para a raiz da arvore (ou subarvore) AVL a atualizar altura
Saida: inteiro correspondente a altura atualizada da raiz da AVL

int atualizarAlturaNodo (PNodoAVL T)
{
int altEsq, altDir;
if (T == NULL)
return -1;
altEsq = T—>Esquerda—Altura;
altDir = T—Direita—Altura;
if (altEsqg > altDir)
return altEsqg + 1;
else
return altDir + 1;
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Insercao de um nodo com o elemento 2 numa arvore AVL

T
- atualizacao da altura dos nodos:

- a altura do nodo com o 2 (raiz) € 0

- a arvore esta equilibrada
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Insercao de um nodo com o elemento 5 na arvore AVL

T

- atualizacao da altura dos nodos:

2
\ - a altura do nodo com o 2 (raiz) passou de 0 para 1

2 - aalturadonodocomo5¢é0
(

5

- a arvore continua equilibrada
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Insercao de um nodo com o elemento 9 na arvore AVL

&
\

&

,

|\ i

h !

®

- atualizacao da altura dos nodos:
- a altura do nodo com o 2 (raiz) passou de 1 para 2
- a altura do nodo com o 5 passoude O para 1

- aalturadonodocomo9é0

- a arvore fica desequilibrada no nodo com o 2 (raiz), pois a diferenca de alturas entre

as suas subarvores é 2:

- a altura da sua subarvore esquerda (vazia) é -1

- a altura da sua subarvore direita (com raizem 5) é 1
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Reequilibrar a arvore através de uma rotacao simples a esquerda
- efetuar uma rotacao simples a esquerda do nodo com o 2, usando o seu filho direito

(o nodo com o0 5)

- rotacdo simples T - atualizagao da altura dos nodos:
a Esq“?rqa - a altura do nodo com o 5 (agora raiz)
| : mantém-se em 1
\ \ _ - a altura do nodo com 0 2 passa de 2
- ; 29 para O
\ - a altura do nodo com o 9 mantém o
@ valor 0

- o nodo com 0 5 é agora a raiz da arvore (era o filho direito do nodo com o 2)

- a arvore ficou equilibrada
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Insercao de um nodo com o elemento 8 (com altura 0) na arvore AVL

T

: 10

- atualizacao da altura dos nodos:
- a altura do nodo com o 5 (raiz) passa de 1 para 2
- a altura do nodo com 0 9 passa de 0 para 1
- a altura do nodo com o0 2 mantém-se com 0

- a arvore mantém-se equilibrada
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Insercao de um nodo com o elemento 7 (com altura 0) na arvore AVL

g

(5)
g
4

(8)

=

- atualizacao da altura dos nodos:

a altura do nodo com o 5 (raiz) é atualizada de 2 para 3

a altura do nodo com o 9 é atualizada de 1 para 2

a altura do nodo com o 8 ¢ atualizada de 0 para 1

a altura do nodo com o 2 mantém-se com 0O

[

- a arvore fica desequilibrada no nodo com o 9 (com altura 2)
- a altura da sua subarvore esquerda (raiznonodocomo 8) é 1
- a altura da sua subarvore direita (vazia) é -1 (por definicao)

- a arvore fica desequilibrada no nodo com o 5 (com altura 3)
- a altura da sua subarvore esquerda (raiz no nodocomo 2)é 0

- a altura da sua subarvore direita (raiz no nodo com o 9) é 2
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Reequilibrar a arvore através de uma rotacao simples a direita

- efetuar uma rotacao simples a direita do nodo com o0 9, usando o seu filho esquerdo

(o nodo com o0 8)

- 0 nodo com 0 8 passa a ser a raiz desta subarvore (com 7, 8 € 9)

T

otd

rotagdao simples
a direita

—

T
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- ApOs esta rotacao

T

b
‘ A

- a arvore fica equilibrada no nodo com o 8 (com altura 1)

- atualizacao da altura dos nodos:

a altura do nodo com o 5 passa de 3 para 2

a altura do nodo com o 8 mantém-se em 1

a altura do nodo com 0 9 passa de 2 para 0

a altura do nodo com o 7 mantém-se com O

a altura do nodo com o 2 mantém-se com 0O

- a altura da subarvore direita (raiz no nodo como 9) é 0
- a altura da subarvore esquerda (raiznonodocomo 7) é0

- a arvore torna-se automaticamente equilibrada no nodo com o 5 (com altura 2)

- a altura da sua subarvore direita (com raiz no nodo como 8) é 1

- a altura da subarvore esquerda (raiz no nodo como 2) é 0
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Inserir um elemento numa arvore AVL
- H4 necessidade de aplicar uma operacao de rotacao simples, quando se esta

perante uma insercao externa
- acontece quando o nodo é inserido
- a esquerda do filho esquerdo, ou
- a direita do filho direito
- a arvore facilmente se torna equilibrada (o desequilibrio acontece apods esta insergao),
aplicando a um Unico nodo uma Unica rotacao, respetivamente
- a direita, ou

- a esquerda
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

Operacao: rotacao simples a esquerda
Entrada: ponteiro para o nodo da arvore AVL onde se deteta o desequilibrio
Saida: ponteiro anterior atualizado

PNodoAVL rotacaoSimplesEsquerda (PNodoAVL P) {
int altEsq, altDir;
PNodoAVL nodoAux = P—Direita;
P—Direita = nodoAux—Esquerda;
nodoAux—Esquerda = P;
// atualizar a altura do nodo P (um dos envolvidos na rotagao)
altEsq = P—Esquerda—Altura;
altDir = P—Direita—Altura;
if (altEsqg > altDir)
P—Altura = altEsqg + 1;
else
P—Altura = altDir + 1;
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

Operacao: rotacao simples a esquerda (cont.)

// atualizar a altura do nodo nodoAux (um dos envolvidos na rotacao)
altEsq = nodoAux—Esquerda—Altura; // nodoAux—Esquerda = P
altDir = nodoAux—Direita—Altura;

if (altEsq > altDir)

nodoAux—Altura = altEsq + 1;
else
nodoAux—Altura = altDir + 1;

return nodoAux;

}
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

Operacao: rotacao simples a direita
Entrada: ponteiro para o nodo da arvore AVL onde se deteta o desequilibrio
Saida: ponteiro anterior atualizado

PNodoAVL rotacaoSimplesDireita (PNodoAVL P) {
int altEsq, altDir;
PNodoAVL nodoAux = P—Esquerda;
P—Esquerda = nodoAux—Direita;
nodoAux—Direita = P;
// atualizar a altura do nodo P (um dos envolvidos na rotagao)
altEsq = P—Esquerda—Altura;
altDir = P—Direita—Altura;
if (altEsqg > altDir)
P—Altura = altEsqg + 1;
else
P—Altura = altDir + 1;
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

Operacao: rotacao simples a direita (cont.)

// atualizar a altura do nodo nodoAux (um dos envolvidos na rotacao)
altEsqg = nodoAux—Esquerda—Altura;

altDir = nodoAux—Direita—Altura; // nodoAux—Direita = P
if (altEsq > altDir)

nodoAux—Altura = altEsq + 1;
else
nodoAux—Altura = altDir + 1;

return nodoAux;

}
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Inserir um nodo com o elemento 6 nhuma arvore AVL

-

s %
g

- atualizacao da altura dos nodos:

a altura do nodo com o 5 (raiz) é atualizada de 2 para 3

a altura do nodo com o 8 ¢é atualizada de 1 para 2

a altura do nodo com o 7 ¢é atualizada de 0 para 1

5 a altura do nodo com o0 9 mantém-se com O

a altura do nodo com o 2 mantém-se com O

- a arvore fica desequilibrada no nodo com o0 5 (com altura 3)
- a altura da sua subarvore esquerda (raiz no nodocomo 2)é 0

- a altura da sua subarvore direita (raiz no nodo com o 8) é 2
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Reequilibrar a arvore através de uma rotacao dupla a esquerda

T 1a rotacdo simples T 28 rotagdo simples T
a direita a esquerda

AN %\. vy

- uma rotacao dupla a esquerda consiste em efetuar duas rotagoes simples seguidas

usando o mesmo nodo (o nodo 7)
- rotacao simples a direita do nodo 8 (filho direito de 5) usando o nodo 7, seguida

- rotacao simples a esquerda do nodo 5 usando o nodo 7
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

Operacao: rotacao dupla a esquerda
Entrada: ponteiro para o nodo da arvore AVL onde se deteta o desequilibrio
Saida: ponteiro anterior atualizado

PNodoAVL rotacaoDuplaEsquerda (PNodoAVL P)
{

P—Direita = rotacaoSimplesDireita(P—Direita);
P = rotacaoSimplesEsquerda(P);
return P;

}
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Inserir um nodo com o elemento 6 nhuma arvore AVL

T

0 - atualizacao da altura dos nodos:

a altura do nodo com o 7 (raiz) é atualizada de 2 para 3

a altura do nodo com o 4 ¢é atualizada de 1 para 2

A

a altura do nodo com o 5 ¢é atualizada de 0 para 1

a altura do nodo com o 6 mantém-se com 0O

&

a altura do nodo com o 8 mantém-se com 0O

;)

- a arvore fica desequilibrada no nodo com o 7 (com altura 3)
- a altura da sua subarvore esquerda (raiz no nodocomo 8) ¢ 0

- a altura da sua subarvore direita (raiz no nodo como 4) é 2
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

- Reequilibrar a arvore através de uma rotacao dupla a direita

N
N,
he

I 12 rotacdo simples W

a esquerda

o
o
o

2a rotacdo simples T
é direita

- uma rotacao dupla a direita consiste em efetuar duas rotagcdes simples seguidas usando

0 mesmo nodo (o nodo 5)

- rotacao simples a esquerda do nodo 4 (filho esquerdo de 7) usando o nodo 5,

- rotacao simples a direita do nodo 7 usando o nodo 5
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

Operacao: rotacao dupla a direita
Entrada: ponteiro para o nodo da arvore AVL onde se deteta o desequilibrio
Saida: ponteiro anterior atualizado

PNodoAVL rotacaoDuplaDireita (PNodoAVL P)
{

P—Esquerda = rotacaoSimplesEsquerda(P—Esquerda);
P = rotacaoSimplesDireita(P);
return P;

}
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Inserir um elemento numa arvore AVL
- H4 necessidade de aplicar uma operacao de rotacao dupla, quando se esta

perante uma insercao interna
- acontece quando o nodo é inserido
- a esquerda do filho direito, ou
- a direita do filho esquerdo
- a arvore facilmente se torna equilibrada (o desequilibrio acontece apods esta insergao),
aplicando a dois nodos uma rotacao simples a cada um deles seguidas, respetivamente
- a direita seguida de a esquerda, ou

- a esquerda seguida de a direita
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

Operacao: equilibrar ABP do tipo AVL
Entrada: ponteiro para o nodo da arvore onde se deteta desequilibrio (subarvore)
Saida: ponteiro anterior atualizado (se realizou reequilibrio)

PNodoAVL equilibrarAVL (PNodoAVL T) {
int altEsq, altDir;
if (T==NULL) return T;
altEsq = T>Esquerda—Altura;
altDir = T—Direita—Altura;
if (altEsqg - altDir == 2) { // subarvore esquerda desequilibrada
altEsq = To>Esquerda—Esquerda—Altura;
altDir = T>Esquerda—Direita—>Altura;
if (altEsq >= altDir)
T = rotacaoSimplesDireita(T);
else
T = rotacaoDuplaDireita(T);
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Inserir um elemento nhuma arvore AVL

Operacao: equilibrar ABP do tipo AVL (cont.)

else
if (altDir — altEsq == 2) { // subarvore direita desequilibrada
altEsqg = T-Direita—>Esquerda—Altura;
altDir = T—Direita—Direita—Altura;
if (altDir >= altEsq)
T = rotacaoSimplesEsquerda(T);
else
T = rotacaoDuplaEsquerda(T);

¥

return T;

}
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Remover um elemento de uma arvore AVL
- A remocao de elementos numa arvore AVL provoca o efeito simétrico da insergao
- A remocao interna (remocao a direita do filho esquerdo ou a esquerda do filho

direito) de um nodo
- desequilibra a arvore da mesma forma que a insercao externa

- é reequilibrada com uma rotacao simples
- A remocao externa (remocao a esquerda do filho esquerdo ou a direita do filho
direito) de um nodo

- desequilibra a arvore da mesma forma que a insercao interna

- € reequilibrada com uma rotacao dupla
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Remover um elemento de uma arvore AVL

- Este processo implica, para além da remocao do nodo,
- a atualizacao das alturas dos nodos pertencentes ao caminho entre o nodo removido e a
raiz da arvore, e

- aplicar as rotacoes adequadas para reequilibrar a arvore (se necessario)
- Com excecao do reequilibrio da arvore, este mecanismo € semelhante ao usado
para a remocao de um elemento de uma ABP
- na remocgao do nodo, e
- no ajuste das ligacoes
- O mecanismo de remocao de um nodo de uma AVL combina os mecanismos

- de remocgdao de um elemento de uma arvore binaria de pesquisa e

- de equilibrio de uma arvore AVL
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Remover um elemento de uma arvore AVL

Entrada: uma arvore AVL e o elemento (existe na arvore) a remover
Saida: arvore AVL atualizada

PNodoAVL removerAVL (PNodoAVL T, DadosAVL X) {

if (compararElementosAVL(T—Elemento, X) == 0) { // T>Elemento = X
T = removerNodoAVL(T);
return T;

b

if (compararElementosAVL(T—Elemento, X) == 1) // T—Elemento > X
T—Esquerda = removerAVL(T—Esquerda, X);

else
T—Direita = removerAVL(T—Direita, X);

if (T '= NULL) {
T—Altura = atualizarAlturaNodo(T);

T = equilibrarAVL(T); // reequilibrar a arvore
)

return T;

}

ABP Balanceada - Adelson-Velskii Landis (AVL) Algoritmos e Estruturas de Dados




Operacdes sobre uma Arvore AVL 48/54

Remover um elemento de uma arvore AVL
- Mecanismo muito semelhante ao usado em ABP
- Se 0 nodo a remover tem dois filhos, entdao é necessario substituir o seu elemento

pelo menor da sua subarvore direita (substituirNodoMinAVL)
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Remover um elemento de uma arvore AVL

Operacao: remover um nodo de uma arvore AVL
Entrada: ponteiro para o pai do nodo da arvore AVL a remover
Saida: ponteiro para o pai do nodo removido atualizado

PNodoAVL removerNodoAVL (PNodoAVL T)
{
PNodoAVL nodoAux = T;
DadosAVL X;
if (ToEsquerda == NULL && T—Direita == NULL) // remover uma folha
T = libertarNodoAVL(T);
else
if (To>Esquerda == NULL) { // sO subarvore direita
T = T—Direita;
nodoAux = libertarNodoAVL(nodoAux);
b

else
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Remover um elemento de uma arvore AVL

Operacgao: remover um nodo de uma arvore AVL (cont.)

if (T->Direita == NULL) { // so6 subarvore esquerda
T = T—>Esquerda;
nodoAux = destruirNodoAVL(nodoAux);

b

else {
// duas subarvores nao vazias: substituir pelo menor elemento da direita
T—Direita = substituirNodoMinAVL(T—Direita, &X);
T—Elemento = X;

¥
if (T != NULL) {

T—Altura = atualizarAlturaNodo(T);

T = equilibrarAVL(T); // reequilibrar a arvore
s

return T;

}
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Remover um elemento de uma arvore AVL
- O mecanismo de substituir um elemento pelo menor elemento da subarvore direita

do nodo com aquele elemento, consiste em

pesquisar recursivamente o nodo mais a esquerda das subarvores direitas desde aquele

nodo

copiar o elemento do nodo substituto para o elemento do nodo a remover

ligar a subarvore direita do nodo substituto a subarvore esquerda do nodo anterior, e

destruir o nodo substituto

- Como esta operacao pode desequilibrar a arvore, € usada no fim a operagao de

reequilibrio de uma arvore AVL
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Remover um elemento de uma arvore AVL

Entrada: ponteiro para o raiz da arvore AVL
Saida: ponteiro para o nodo pai do nodo substituto e o menor elemento (substituto)

PNodoAVL substituirNodoMinAVL (PNodoAVL T, DadosAVL *X) {
PNodoAVL nodoAux = T;

if (ToEsquerda == NULL) {

*X = T—Elemento;

T = T—Direita;

nodoAux = libertarNodoAVL(nodoAux);
b

else

T—Esquerda = substituirNodoMinAVL(T—Esquerda, X);
if (T != NULL) {

T—Altura = atualizarAlturaNodo(T);

T = equilibrarAVL(T);
b

return T;

b
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Operacao de reequilibrio

- Consiste nos seguintes passos

calcular as alturas das subarvores do nodo onde podera existir desequilibrio

determinar se existe um desequilibrio na arvore naquele nodo

se a arvore esta desequilibrada, realizar a rotacao adequada, a qual também atualiza a

altura dos nodos envolvidos na rotacao efetuada

se a arvore continua equilibrada, entdao €& necessario atualizar a altura do nodo
inspecionado
- Existem dois tipos de desequilibrios num nodo duma arvore AVL
- externo:
- acontece apdés uma insercao externa ou uma remocao interna
- sendo corrigido com uma rotacao simples
- interno:
- acontece apds uma insercao interna ou uma remogao externa

- sendo corrigido com uma rotacao dupla
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Operacao de reequilibrio
- Se existe desequilibrio na sua subarvore esquerda de um nodo, entao
- € necessario realizar uma rotacao a direita
- se a altura da subarvore esquerda é maior ou igual a altura da subarvore direita, do filho
esquerdo deste nodo
- entdo existe um desequilibrio externo
- senao existe um desequilibrio interno
- Se o desequilibrio ocorrer na subarvore direita daquele nodo, entao
- @ necessario fazer uma rotacao a esquerda
- se a altura da subarvore direita € maior ou igual a altura da subarvore esquerda, do filho
direito do nodo
- entdo existe um desequilibrio externo
- sendo existe um desequilibrio interno
- Se nao existe qualquer desequilibrio no nodo, entdo

- apenas sera atualizado a sua altura

ABP Balanceada - Adelson-Velskii Landis (AVL) Algoritmos e Estruturas de Dados




	Definição
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	- acontece quando o nodo é inserido
	- à esquerda do filho esquerdo, ou
	- à direita do filho direito

	- a árvore facilmente se torna equilibrada (o desequilíbrio acontece após esta inserção), aplicando a um único nodo uma única rotação, respetivamente
	- à direita, ou
	- à esquerda



	Inserir um elemento numa árvore AVL
	Inserir um elemento numa árvore AVL
	Inserir um elemento numa árvore AVL
	Inserir um elemento numa árvore AVL
	Inserir um elemento numa árvore AVL
	- Inserir um nodo com o elemento 6 numa árvore AVL
	- atualização da altura dos nodos:
	- a altura do nodo com o 5 (raiz) é atualizada de 2 para 3
	- a altura do nodo com o 8 é atualizada de 1 para 2
	- a altura do nodo com o 7 é atualizada de 0 para 1
	- a altura do nodo com o 9 mantém-se com 0
	- a altura do nodo com o 2 mantém-se com 0

	- a árvore fica desequilibrada no nodo com o 5 (com altura 3)
	- a altura da sua subárvore esquerda (raiz no nodo com o 2) é 0
	- a altura da sua subárvore direita (raiz no nodo com o 8) é 2



	Inserir um elemento numa árvore AVL
	- Reequilibrar a árvore através de uma rotação dupla à esquerda
	- uma rotação dupla à esquerda consiste em efetuar duas rotações simples seguidas usando o mesmo nodo (o nodo 7)
	- rotação simples à direita do nodo 8 (filho direito de 5) usando o nodo 7, seguida
	- rotação simples à esquerda do nodo 5 usando o nodo 7



	Inserir um elemento numa árvore AVL
	Inserir um elemento numa árvore AVL
	- Inserir um nodo com o elemento 6 numa árvore AVL
	- atualização da altura dos nodos:
	- a altura do nodo com o 7 (raiz) é atualizada de 2 para 3
	- a altura do nodo com o 4 é atualizada de 1 para 2
	- a altura do nodo com o 5 é atualizada de 0 para 1
	- a altura do nodo com o 6 mantém-se com 0
	- a altura do nodo com o 8 mantém-se com 0

	- a árvore fica desequilibrada no nodo com o 7 (com altura 3)
	- a altura da sua subárvore esquerda (raiz no nodo com o 8) é 0
	- a altura da sua subárvore direita (raiz no nodo com o 4) é 2



	Inserir um elemento numa árvore AVL
	- Reequilibrar a árvore através de uma rotação dupla à direita
	- uma rotação dupla à direita consiste em efetuar duas rotações simples seguidas usando o mesmo nodo (o nodo 5)
	- rotação simples à esquerda do nodo 4 (filho esquerdo de 7) usando o nodo 5,
	- rotação simples à direita do nodo 7 usando o nodo 5



	Inserir um elemento numa árvore AVL
	Inserir um elemento numa árvore AVL
	- Há necessidade de aplicar uma operação de rotação dupla, quando se está perante uma inserção interna
	- acontece quando o nodo é inserido
	- à esquerda do filho direito, ou
	- à direita do filho esquerdo

	- a árvore facilmente se torna equilibrada (o desequilíbrio acontece após esta inserção), aplicando a dois nodos uma rotação simples a cada um deles seguidas, respetivamente
	- à direita seguida de à esquerda, ou
	- à esquerda seguida de à direita



	Inserir um elemento numa árvore AVL
	Inserir um elemento numa árvore AVL
	Remover um elemento de uma árvore AVL
	- A remoção de elementos numa árvore AVL provoca o efeito simétrico da inserção
	- A remoção interna (remoção à direita do filho esquerdo ou à esquerda do filho direito) de um nodo
	- desequilibra a árvore da mesma forma que a inserção externa
	- é reequilibrada com uma rotação simples

	- A remoção externa (remoção à esquerda do filho esquerdo ou à direita do filho direito) de um nodo
	- desequilibra a árvore da mesma forma que a inserção interna
	- é reequilibrada com uma rotação dupla


	Remover um elemento de uma árvore AVL
	- Este processo implica, para além da remoção do nodo,
	- a atualização das alturas dos nodos pertencentes ao caminho entre o nodo removido e a raiz da árvore, e
	- aplicar as rotações adequadas para reequilibrar a árvore (se necessário)

	- Com exceção do reequilíbrio da árvore, este mecanismo é semelhante ao usado para a remoção de um elemento de uma ABP
	- na remoção do nodo, e
	- no ajuste das ligações

	- O mecanismo de remoção de um nodo de uma AVL combina os mecanismos
	- de remoção de um elemento de uma árvore binária de pesquisa e
	- de equilíbrio de uma árvore AVL


	Remover um elemento de uma árvore AVL
	Remover um elemento de uma árvore AVL
	- Mecanismo muito semelhante ao usado em ABP
	- Se o nodo a remover tem dois filhos, então é necessário substituir o seu elemento pelo menor da sua subárvore direita (substituirNodoMinAVL)

	Remover um elemento de uma árvore AVL
	Remover um elemento de uma árvore AVL
	Remover um elemento de uma árvore AVL
	- O mecanismo de substituir um elemento pelo menor elemento da subárvore direita do nodo com aquele elemento, consiste em
	- pesquisar recursivamente o nodo mais à esquerda das subárvores direitas desde aquele nodo
	- copiar o elemento do nodo substituto para o elemento do nodo a remover
	- ligar a subárvore direita do nodo substituto à subárvore esquerda do nodo anterior, e
	- destruir o nodo substituto

	- Como esta operação pode desequilibrar a árvore, é usada no fim a operação de reequilibrio de uma árvore AVL

	Remover um elemento de uma árvore AVL
	Operação de reequilíbrio
	- Consiste nos seguintes passos
	- calcular as alturas das subárvores do nodo onde poderá existir desequilíbrio
	- determinar se existe um desequilíbrio na árvore naquele nodo
	- se a árvore está desequilibrada, realizar a rotação adequada, a qual também atualiza a altura dos nodos envolvidos na rotação efetuada
	- se a árvore continua equilibrada, então é necessário atualizar a altura do nodo inspecionado

	- Existem dois tipos de desequilíbrios num nodo duma árvore AVL
	- externo:
	- acontece após uma inserção externa ou uma remoção interna
	- sendo corrigido com uma rotação simples

	- interno:
	- acontece após uma inserção interna ou uma remoção externa
	- sendo corrigido com uma rotação dupla



	Operação de reequilíbrio
	- Se existe desequilíbrio na sua subárvore esquerda de um nodo, então
	- é necessário realizar uma rotação à direita
	- se a altura da subárvore esquerda é maior ou igual à altura da subárvore direita, do filho esquerdo deste nodo
	- então existe um desequilíbrio externo
	- senão existe um desequilíbrio interno


	- Se o desequilíbrio ocorrer na subárvore direita daquele nodo, então
	- é necessário fazer uma rotação à esquerda
	- se a altura da subárvore direita é maior ou igual à altura da subárvore esquerda, do filho direito do nodo
	- então existe um desequilíbrio externo
	- senão existe um desequilíbrio interno


	- Se não existe qualquer desequilíbrio no nodo, então
	- apenas será atualizado a sua altura




