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1 Conjuntos

Exercicio 1 Demonstre que o conjunto dos inteiros Z. é numerdvel.

Respostal -

Exercicio 2 Demonstre que o produto cartesiano X xY = {(z,y) | z €
X,y € Y} de dois conjuntos X eY numerdveis € numerdvel.
.



2 Demonstracao Por Contradicao

Exercicio 3 Demonstre por contradicao o teorema sequinte provado origi-
nalmente por Euclides.
Existe uma infinidade de ntimeros primos

Respostal -

Exercicio 4 Demonstre, por contradicdo, que 2 — /2 néio € racional. Es-
tude por exemplo as contribuicoes da expressio (2 — \/5)2 ao raciocinio por

contradicao pedido.
o

Exercicio 5 Assuma a existéncia das sequintes varidveis proposicionais P
e Q. Usando o principio da reducao ao absurdo, demonstre que

1. (Ter¢o excluido) PV —P
2. (Lei de Pierce) (P = Q) = P) = P

3. (Uma das leis de De Morgan) ~(-PA—Q) = (PVQ)
|
Exercicio 6 Demonstre por contradi¢ao o teorema sequinte: Nao existe
r,y ENAz>0Ay>0tal que 22 —y?> =1
o
Exercicio 7 Demonstre por contradi¢ao que nao existe n € NAn < 0 tal
que 2n° +5n” — 6n* — n? — 27 = 0.
o
Exercicio 8 Demonstre por contradicao que nao existe raiz racional para a

equagdo 3 +x +1=0.
Respostal

Exercicio 9 Numa ilha longe, cada habitante ou diz sempre a verdade ou
mente compulsivamente. O Joao e a Maria moram nesta ilha.
Joao diz: "Ezractamente um de nds estd a mentir”



A Maria acrescenta: "O Joao diz a verdade”
Diga quem mente e quem diz verdade.
[)
O

Exercicio 10 Assuma a existéncia da prova do teorema de pitdgoras para
este exercicio. Demonstre por contradi¢ao o sequinte enunciado, conhecido
por "inversa do teorema de Pitdgoras”.

Considere um triangulo de lados nao nulos a, b e c tal que a? + b* = 2.
Entao o triangulo é rectangulo. O

Exercicio 11 Demonstre por contradi¢ao os sequintes enunciados:

1. /2 € irracional.

2. Nao hd inteiros naturais nao nulos solugdo para a equacao x*>—y? = 10.

3. Nao hd numero racional solugao da equacdio x° + x* + 23 + 22 +1 = 0.

4. Se a € um numero racional e b um nimero irracional entdo a + b é
wrracional.

3 Principios da gaiola de pombos
Exercicio 12

e Demonstre, utilizando o principios da gaiola de pombos, que se se es-
colher 7 niumeros distintos de {1,2,...,11} entao dois dos nimeros
escolhidos tem uma soma de 12. 2

o Generalize o resultado anterior:



— Demonstre que se seleccionar n + 1 numeros no intervalo inteiro
{1,2,...,2n—1} entdo necessariamente existe dois desses inteiros

cuja soma € 2n. Respostal

— Mostre que € possivel seleccionar n niumeros deste intervalo sem
que exista dois inteiros da selecgao cuja soma € 2.n. |Respostal

— Formule e prove uma propriedade semelhante para o intervalo

{1,2,....20}.

|
Exercicio 13 Considere o sequinte enunciado:
Sejam ay ...a, € N, n inteiros naturais positivos distintos.
Entao existe sempre 2 destes valores cuja a diferenca é divisivel
pormn — 1.
Utilize o principio da gatola de pombos para demonstra-lo.
Respostal [

Exercicio 14

e Demonstre que se 5 pontos sao seleccionados no interior de um qua-
drado de dimensao 1 X 1 entao existe dois pontos cuja a distancia que

0s separa € menor do que \/75

e Demonstre que se 4 pontos forem seleccionados no interior de um cir-
culo unitdario entao existe necessariamente dois pontos cuja a distincia
de separacio seja menor do que /2.

e Quantos pontos devem ser seleccionados no interior de um tridngulo
equilateral para garantir que dois destes pontos tem uma distdncia de
separacao menor do que 17



O

Exercicio 15 Para um subconjunto X C {1,2,...,9}, define-se uma fung¢ao
o(X) = > ,ex® (Por evemplo 0({1,6,8}) = 1+ 6 +8 = 15). Demonstre
que dos 26 subconjuntos de {1,2,...,9} de tamanho menor ou igual a 3, hd
subconjuntos A e B tais que o(A) = o(B).

Respostal O

Exercicio 16 Pedro ¢ atleta de alto nivel de triathlon e estd a planear o
periodo de treino que durard 44 dias. Pedro pretende treinar pelo menos uma
vez por dia e no total 70 vezes. demonstre que entao terd um periodo de
n dias consecutivos que terd de treinar no total ezactamente 17 vezes (i.e.

nimero de treinos no total destes n dias € 17). O

Exercicio 17 O Paquito Vendncio pretende organizar uma festa para n pes-
soas (n > 2, para ter a certeza que ndo fica sozinho). Assumindo que se x €
amigo de y entao y € amigo de x, demonstre entao que qualquer que seja as
n pessoas convidadas, existe sempre duas dessas pessoas com exactamente o

mesmo numero de amigos.
0

Exercicio 18 6 pessoas se juntaram num jantar. Ou 3 delas se conheciam
mutuamente antes do jantar ou 3 delas se desconheciam completamente antes

do jantar. O

Exercicio 19 Considere uma cidade dividida em dois bairros. Nesta cidade
hda 10000 linhas telefonicas diferentes. O numeros de telefone desta cidade
tem 4 digitos e mais de metade destas linhas estao no primeiro dos dois
bairros. Entdo existe dois numeros de telefone no primeiro bairro tal que a
soma € um numero de telefone que pertence igualmente ao bairro.

Respostal O

4 Inducao Estrutural

Exercicio 20 Demonstre por inducao estrutural que:

e Vn € N. (337%2 4 2nt4) ¢ divisivel por 5.
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Exercicio 21 Demonstre por inducdo estrutural sobre n que Vn € N, n?(n?—
1) € divisivel por 12.

O

Exercicio 22 Vamos aqui considerar o conjunto N* (os naturais sem o0 0).
Considere a sequinte sequéncia de somas:

1

1

1

1

1

1

1x2

1x2

+2><3;

1><2+

2><3+

3><4;

e Calcule as somas do exemplo e apresente um padrdao geral para esta

sequéncia de somas.

e Demonstre por induc¢ao estrutural a conjectura apresentada na ali-

nea anterior.

O



Exercicio 23 Seja f: N x N — N, a fun¢ao recursiva definida por:

n+1 sem =10
fim,n) = <{ f(m—1,1) sen=0Am#0
fm—=1,f(m,n—1)) sen>0Am>0

Demonstre por indugao que Vk € N, f(1,k) =k + 2

demonstre por indugio que Yk € N, f(2,k) =2 x k + 3. O
Exercicio 24

1. Defina de forma indutiva o conjunto bin, das drvores bindrias nao va-
zias de elementos dum conjunto A. Por drvores nao vazias, entendemos
que as mais pequenas drvores deste conjunto sao folhas (drvores com
um sd elemento do conjunto A);

2. Dé o principio de indugdo associada a esta defini¢ao indutiva;

3. Defina a fun¢ao arestas que calcula o nimero de vértice da drvore em
parametro;

4. Defina a fung¢ao nodos que calcula o nimero de nodos da drvore em
pardmetro;

5. Demonstre que Ya € bina, nodos(a) = arestas(a) + 1.
[Respostal
O

Exercicio 25 FExplique brevemente a diferenca entre a nocao de fungao re-
cursiva e a no¢ao de funcao estruturalmente recursiva.

[Respostal
O

Exercicio 26 Neste exercicio vamos considerar uma defini¢cao indutiva das
formulas da l6gica proposicional.

SejaV 2 {P,Q,R,S,...} um conjunto numerdvel de varidveis chamadas
varidveis proposicionais. Seja C o conjunto de conectivas {\,V,—,—, L, T}.

7



O congunto Prop das formulas proposicionais é definido como o menor sub-
conjunto X do monoide livre (VY UC U {"(",”)"})* verificando os (B) e (I)
sequintes:

(B): 1. Para todo o x € V, x pertence a X
2. T pertence a X
3. L pertence a X
(I): 1. Seja F uma formula de X (F € X), entao -F € X

2. Sejam F e G duas formulas de X (i.e. F,G € X), entio (FAG) €
X

3. Sejam F e G duas formulas de X, entio (F'V G) € X
4. Sejam F' e G duas formulas de X, entio (F — G) € X

1. Dé o principio de indugao associada a esta definicao indutiva;

2. Seja npe : Prop — N, a func¢ao que devolve o nimero de paréntesis
esquerdos da formula em pardmetro. De forma semelhante, seja npd :
Prop — N, a funcdo que devolve o nimero de paréntesis direitos da
formula em parametro. Demonstre que VF € Prop,npe(F) = npd(F).

[Respostal
O

Exercicio 27 O objectivo deste exercicio € a defini¢ao indutiva do conjunto
das datas vdlidas. Uma data vdlida é um terno (d,m,a) onde d e a sdo
inteiros que representam respectivamente o dia e o ano, e m uma palavra
representando um més (como a palavra “Fevereiro” que representa o més de
Fevereiro). Imagine que exista uma relagao terndria val(d,m,a) que seja
verdade se o dia d € um dia possivel para o més m e o ano a. Por exemplo
nao temos val(29, Fevereiro, 2001) porque 2001 nao é um ano bissexto, tam-
bém nao temos val(31, Setembro,2001) nem val(0, Setembro, 2001) porque
Setembro so tem 30 dias e porque nao existe o dia 0.

1. Defina indutivamente o conjunto Més dos meses.
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2. Defina indutivamente o conjunto Data das datas vdlidas.

O

Exercicio 28 Considere o tipo expr das expressoes aritméticas simples se-

guintes:

(* tipo expr onde
I = constante

*)

inteira

V = varidvel, A = +, S =—, M=%, D

type expr = I of 4nt | V of string | 4 of expr*expr
| S of expr*expr | M of expr*exzpr | D of exzpr*expr

(* tipo dos ambie

ntes

(associagiao varidvel—valor)x)
type env = (string*int) list

Considere igualmente a funcao eval sequinte:

let rec eval (e:ezxzpr) (ambiente:

match e with
T — 1

(el,e2) —
(el,e2) —
(el,e2) —
(el,e2) —

e e
O e g~

eval
eval
eval
eval

el
el
el
el

Y — assoc v ambiente

ambiente
ambiente
ambiente
ambiente

env)=

eval
eval
eval
eval

e2
e2
e2
el

ambiente
ambiente
ambiente
ambiente

onde assoc € a funcao que devolve o valor inteiro associado a pardmetro
v no ambiente ambiente, se este existir.

e (2 minutos) Qual € o principio de induc¢ao associada a definicao indu-

tiva de expr?

Solucao:
>

de uma forma compacta:

Vi € NP(I i) AVx varidavel, P(V x)A
(Vey, eq € expr, P(e1) A P(ea) = P(A ey ea) AN P(S ey e2) AN P(M ey ea) N P(D ey e3))

= Ve € expr, P(e)

ou seja se temos P(V x) e P(I i) para qualquer varidvel x e inteiro i
e se para todos e; e ey expressoes, P(ey) P(es) implicam P(A ey e3),

9
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P(S e e3), P(M ey e3) e P(D ey e3) entao P ¢é vdlido para todo o
elemento de expr (ou seja Ve € expr, P(e))

<

(15 minutos) Defina uma fun¢do simplify : expr —ezpr que erecule
sobre toda a estrutura do seu pardmetro as transformagoes sequintes:

et+0=e e—0=e
para uma qualquer expressao e, ex1 =-¢e e/l=e
ete=2%xe e—e=10

((z4+0)+z)
1

Por exemplo a expressao se simplifica em 2 x x porque, pelas

regras definidas, w se transforma em ((xr + 0) + z), x + 0 se

transforma em x e x + x se transforma em 2 x x. Repare que a ordem
de aplicagao destas simplificagoes € irrelevante se todas elas sao de facto
executadas.

Solucgao:
>

let rec simplify e =
match e with

I 4+ =14

| Vo= T v

| 4 (el,e2) — let e’1,e’2 = simplify el, simplify e2 in

tf e’l = I 0 then e’2
else if e’2 = I 0 then e’l
else 1f e’l=e’2

then if e’l = I 1 then I 2 (x uma pequena optimiza¢do nao re

else (M(I 2,e’1)))
else A(e’1,e’2)

| S (el,e2) — let e’1,e’2 = simplify el, simplify e2 1in

1f e’2 = I 0 then e’l
else if e’l = e’2 then I 0 else S(e’1,e’2)

| ¥ (el,e2) — let e’1,e’2 = simplify el, simplify e2 in

tf e’l= 1 1 then e’2
else if e’2 = I 1 then e’l

else 2f (e’1 = I 0) || (e’2 = I 0) then I 0 (xndao exigido....

10



20
21
22
23
24
25

else M(e’1,e’2)

| D (el,e2) — let e’1,e’2 = simplify el, simplify e2 in
1f e’2= 1 1 then e’l
else if e’l = e’2 then (I 1) (xndo exigido ....x)

else if e’2
else D (e’1,e’2)

e (15 minutos) Demonstre por inducao que Ve : expr,Va : env,eval (simplifye) a =
eval e a. Assuma para esse efeito e se necessario que o ambiente a tem
todas as propriedades desejadas. Por exemplo, o ambiente tem todas
as varidveis presentes na expressao considerada.

Solucao:

>

Provemos esta enunciado por inducao sobre a estrutura do pardmetro
e.

— Casos de base. Consideremos um inteiroi e uma varidvel . E tri-
vial verificar que por defini¢ao de simplify, eval(simplify (V x)) =
eval(V x) e eval(simplify (I i)) = eval(I 7).

— Passo indutivo. Em moldes gerais, as operacoes e simplifica¢oes
operadas nao alteram o resultado. FE esse facto que vamos veri-
ficar. Vamos somente resolver o caso da soma, sendo os outros
casos muito semelhantes (fica em exercicio). Consideremos entao
e1 € ey duas expressoes.

Hipdtese de Indugao: eval(simplify ey) = eval ey e eval(simplify es) =
eval e,.
Objectivo: provar que sob estas hipoteses temos necessariamente
eval(simplify (A e e3) = eval (A ey e3).
A parte do codigo que nos interessa aqui €:
(...)
| 4 (el,e2) — let e’1,e’2 = simplify el, simplify e2 in
tf e’l = I 0 then e’2
else if e’2 = I 0 then e’l
else

ot - w [ -

11

I 0 then failwith "divisgo,por,zero" (xndo exigido ...



1f e’l=e’2 then
tf e’ = I 1 then I 2
else (M(I 2,e’1))
else A(e’1,e’2)

© 0w 9 O

x Temos simplify ey = €| e simplify ex = €. Assim, pelas hi-
pdteses de indugao, sabemos que eval e; = eval (simplify ey) =
eval €| e que eval es = eval (simplify es) = eval €.

x Por consequéncia eval(A ey es) = eval e;+eval es = eval €} +
eval €. Resta agora saber se € igual a eval (simplify (A ey es)).

x De facto o resultado de (simplify (A ey e2)) depende da forma
de €| e de é}.

- See =10 entao, por defini¢ao de simplify, (simplify (Ae; es)) =
e,. Ora acontece que se e) = 1 0 entao eval ¢} =10 =
eval ey, por consequéncia eval(A ey es) = eval ey =
eval ey = eval (simplify (A ey es)). Caso resolvido.

- Caso ey, =1 0. Idéntico ao caso anterior.

- Caso €} = €l,. Neste caso eval €| = eval €}, e eval(A ey eg) =
eval €| + eval €, = 2 x eval €}. que coincide com o resul-
tado de eval (simplify (A ey e3)). No caso de eval €] =
1 1 esta propriedade mantém-se. Caso resolvido.

- No caso geral (nenhum destes casos particulares ocorrem),
eval (simplify (A ey e3)) = eval (A €] €)) = eval €| +
eval €, = eval (A ey ey). Caso resolvido.

QED.

Exercicio 29 Definir os sequintes conjuntos indutivos:
1. A parte N3 de N dos inteiros miltiplos de trés.

2. A parte L do monoide livre B* (onde o alfabeto B é AU{'[',/]",:'}) das
listas de elementos de um conjunto A. Fornecer igualmente a defini¢dao
constructiva do conjunto considerado.

12



3. A parte AB4 do monoide livre B* (onde o alfabeto B € AU{'(")),),)})
das drvores de elementos de um conjunto A.

4. A parte D do monoide livre A* (onde o alfabeto A é {(,)}) das ex-
pressoes bem "parenteseadas”(conhecida por Linguagem de Dyck. Por
exemplo ()(()()), O0) e ((())) sao palavras da linguagems de Dyck, mas
(0, 0) e O)( nao sao palavras da linguagem.

5. A parte A* do monoide livre A* (sendo A um alfabeto qualquer).

|

Exercicio 30 Seja A um alfabeto, define-se ABa,,, (n € N) por
ABap = {0} (1)
ABay+1 = ABanU{(a,9,d)| a€ Ae g,de ABa,} (2)

1. Mostrar que ABa (= U, en ABan) € 0 conjunto ABy.
2. Para A= {a,b,c}, exibir AB4 .

3. Exibir uma drvore bindria que nao pertenca a ABy. Porque nunca serd
ela gerado por ABy,?
|

Exercicio 31 FEzxplique brevemente a tmportincia da no¢ao de nao ambigui-
dade aquando da defini¢ao de funcoes por recursividade estrutural

Respostal 0

Exercicio 32 Qual € a altura de 18 nos conjuntos indutivo dos inteiros, dos
inteiros pares, dos inteiros miltiplos de trés?

|
Exercicio 33 Seja o polindmio p(x) = %x?’ — %xQ + %x
1. Definir p(x + 1) — p(z).
2. Mostrar que para todo on € N, p(z) € N.
|

13



Exercicio 34 Mostrar que qualquer palavra da linguagem de Dyck tem tan-
tas paréntesis esquerdas como paréntesis direitas.
|

Exercicio 35 FEncontrar o erro no raciocinio sequinte:

"Em qualquer grupo de pessoas, todas as pessoas tém a mesma idade”
Demonstragao: Por indugao sobre o nimero de pessoas no grupo (em

N*).

Caso base num grupo de uma pessoa, todas as pessoas tem a mesma idade,
trivialmente.

Caso do passo indutivo Hipdtese de indugao: todas as pessoas tem a mesma

tdade em qualquer grupo de n pessoas.

Seja G um grupo de n + 1 pessoas, sejam Gy e Ga 0s grupos das n
primeiras e ultimas pessoas de G. Todas as pessoas de G e de Gy
tém a mesma idade, por hipotese. Logo a primeira pessoa de Gy tem
a mesma idade do que a sequnda pessoa de Gy, essa sequnda pessoa de
G1 € a primeira pessoa de Gy e tem a mesma idade do que a ultima de
Gs, logo a primeira pessoa de G (€ Gy, ¢ G3) tem a mesma idade do
que a tltima pessoa de G (€ Gy, ¢ G1). Logo, todas as pessoas de G
tém a mesma idade.

Conclusao Fica entdao demonstrado que em qualquer grupo de pessoas, todas
as pessoas tém a mesma tdade

Exercicio 36

1. Definir a fungao subtermo(t) que devolve o conjuntos dos subtermos de
um termot € T'.

2. Definir a fun¢ao altura(a) que devolve a altura de uma drvore a € ABjy.

3. Definir a fun¢io nés(a) que devolve o nimero de nds da drvore pard-
metro a € ABy.

14



4. Definir a fungao folhas(a) que devolve o nimero de folhas da drvore
pardmetro a € ABj4.

5. Definir a fungao pot(x,n) que devolve ™ (n € N).

6. Definir a fungao pertence(z,l) que devolve 1 se x(€ A) pertence a
l(€ La), 0 senao.

7. Definir a fung¢ao comprimento(l) que devolve o tamanho da lista [(€
La).

8. Definir a funcao inverte(l) que devolve a lista inversa a lista (€ La)
(a lista em que os elementos estdo em ordem inversa em compara¢ao

al).

9. Definir a fung¢ao concat(ly,ly) que concatenas a lista ly a lista ly (11,15 €
Ly).
O

Exercicio 37 Uma drvore bindria € estrita se nao tiver um nd com um SO
filho e se nao for a drvore vazia.

1. Dar a defini¢io indutiva de ABsy, o conjunto das drvores bindrias
estritas.

2. Mostrar que em ABsy se tem n(z) = 2* f(x) — 1 em que x € um
elemento de ABsa, n a func¢ao que devolve o niumero de nos de uma
drvore, e f a funcao que devolve o niumero de folhas de uma drvore.

|

Exercicio 38

a) Definir a linguagem T de termos baseada no alfabeto F = FyU Fy onde
Fo={c} e L ={f}.

b) Dado a interpretagao h em N seguinte,

h(c) =1 (3)
h¢(n,m) =n+m (4)

que conjunto X € definido por X = {h*(t)|t € T'}?

15



c) Serd a defini¢ao de X, correspondente a T, ambigua?
O

Exercicio 39 Seja N* = N/{0} Seja a definicao sequinte de modulo(n,m)
no conjunto indutivo N x N* por

n sen<m

modulo(n, m) = { modulo((n —m),m) senao

Esta definicao define modulo como uma func¢ao apesar de N x N* ser definido
ambiguamente. Extrair uma definicao nao ambigua de NxN* que corresponde
a fun¢ao modulo.

|

Exercicio 40 o Definir maxelem(a) e minelem(a), a € ABy, as fun-
¢oes que devolvem o maior e menor elemento (€ A) da drvore a.

e Definir o conjunto das drvores ABoy das drvores ordenadas.

e Provar que o percurso infixo de uma drvore ordenada a devolve sempre
a lista crescente dos elementos de a.
[l

5 Inducao Bem Fundada

Exercicio 41 Considere a sequéncia (de Fibonacci) de inteiros sequintes:
[ ] Fl = F2 =1
o [, =F, 1+ F,»

Demonstre por inducdo bem fundada que F,, = - (®" — ®"), onde ® =

V5, p — 1=v5
o e2="5"

Sl

O

Exercicio 42 Demonstre que:
e a relagdo de inclusao é uma relagao bem fundada;

e qa relagio < sobre N € uma relagao bem fundada

16
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o a relagao <y sobre N* é uma relagao bem fundada

e a relagao < sobre Z nao € uma relagao bem fundada
|

Exercicio 43 1. Mostre que Vn € N.(n+1)?—(n+2)?—(n+3)?+(n+4) =
4

2. Deduzir que qualquer inteiro m pode ser escrito como soma e diferenca
dos quadrados 12,22,3%, ..., n? para um determinado n. Isto é:

Vm e€NIn € NJey,...ep €{-1,1}m =112 + .22 + ... +¢,.n°

O

Exercicio 44 Sejam (A, <4) e (B,<g) dois conjuntos ordenados por or-
dens largas totais e bem fundadas (diz-se, neste caso, que <4 e <p $ao
boas ordens). Seja (A x B,<*) o conjunto A x B ordenado pela ordem lexi-
cogrifica <* i.e.

(a,b) < (c,d) £ { EZ iAc)c)A (b<pd)

onde (a <4 ¢) = (a <a ¢) A (a # c¢). Demonstre que (A x B,<F) ¢ bem
fundado.

[Respostal O

Exercicio 45 Seja d a fun¢cao OCaml sequinte:

let rec d z y =
if © < y then 0
else 2f y = 0 then =z
else (d (z-y) y) +1 ;;

1. Diga, brevemente, o que calcula a funcao d.

2. Demonstre, por inducao bem fundada, que a funcao d termina.
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Exercicio 46 Sejam misterio a sequinte fun¢ao OCaml.

let rec misterto f e l a =
match 1 with
[] — a
| el::11 —
let (al,a2)=a in

if (f el e)
then misterto f e li (el::al,a2)
else misterio f e 1t (al,el::a2)

1. Diga o que calcula a fung¢ao misterio. Considere por exemplo a execu-
¢ao de
misterio (<) 4 [3;7;4;1;8] ([], [])-

2. Demonstre a terminacao da fun¢dao misterio. Para tal, asuma que a
fung¢ao paramtero f termina.

Respostal 0
Exercicio 47 Seja f a fun¢cao OCaml sequinte:

let rec £ x =

if (x<1)
then 0
else
if (x=1)
then 1

else (f (x-2))*(f (x-1))/2

Demonstre, usando a indu¢ao bem fundada, que ¥n € N. (f n) termina.
|

Exercicio 48 Diga, dos conjuntos ordenados sequintes, quais sao 0s conjun-
tos ordenados bem fundados. No caso negativo apresenta uma justifica¢ao
formal (um contra-exemplo por exemplo). Considere < como a rela¢io de
ordem habitual e | como a relagdo de divisibilidade (i.e. alb = a divide b);

1. (N, <);
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2.(2,5);
3. () 5
4 (R, <)
5. ({2n | n e N}, )
6. ({2" | n e N}, )

7. YC' conjunto, (p(C),QC)
|

Exercicio 49 Sejam (A, <4) e (B,<g) dois conjuntos ordenados por or-
dens largas totais e bem fundadas (diz-se, neste caso, que <4 e <p $ao
boas ordens). Seja (A x B, <*) o conjunto A x B ordenado pela ordem lexi-
cogrifica <* i.e.

(a,0) < (,d) { EZ iAcf)A (b<pd)

onde (a <4 ¢) 2 (a <a ¢) A (a # ¢). Demonstre que (A x B,<F) ¢ bem
fundado.
U

Exercicio 50 Sejam (A, <4) e (B,<p) dois conjuntos ordenados bem
fundados. Seja (A x B,<axp) o conjunto A X B ordenado pela ordem
produto <,xp i.e. (a,b) <axp (c,d) = ((a <4 ¢) A (b <p d)). Demonstre
que (A x B,<axp) € igualmente bem fundado. Para tal considere a defini-
¢ao da nocao de ordem bem fundada e verifique que <. p respeita bem esta
definicao (uma demonstragao possivel € proceder por contradi¢do). O

Exercicio 51 Seja A* o mondide livre gerado a partir do alfabeto A. Mostre

que Yu,v € A*, u.v =v.u — Jw € A*dp,qg € Nou = wP Av = w!?
|
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6 Técnica da Diagonal

Exercicio 52 Demonstre, usando o principio da diagonalizagao, que o con-
Junto F das fungoes undrias de N para N nao € numerdvel. Para tal, prossiga
por contradi¢io (assuma que F € numerdvel) e considere a matriz M boole-

ana cujas linhas sao as funcgoes fo, f1,--- fi--+ de F e as colunas os inteiros
de N, ou seja, 0,1,2--- [i,--- . Que significado atribuir a M(f;, k) = true?
Neste caso, que representa o conjunto diagonal? Conclua. O

Exercicio 53 Seja B o conjunto de todas as sequéncias infinitas de {0, 1}.
Mostre que este conjunto nao é numerdvel.

Sugestao: assuma que exista uma enumeracao destas sequéncias e crie
uma matriz (para exibir a diagonal) em que se troca i i-ésimo bit da i-ésima
sequéncia.

|

Exercicio 54 Demonstre que [0, 1] nao é numerdvel.

Sugestao. E bem conhecido que tais reais se podem traduzir em sequéncias
infinitas bindrias ... O
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