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Introdu¢do

@ Introducio
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Introdu¢do

Motivacao

@ Perceber os limites da informatica

@ Distinguir os problemas resolliveis algoritmicamente dos que
nao o sao

@ Obter resultados independentes da tecnologia utilizada para
construir computadores
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Problemas e Procedimentos Efectivos

© Problemas e Procedimentos Efectivos
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Problemas e Procedimentos Efectivos

Problemas

@ Que problemas podem ser resolvidos por um programa

executados num computador?
Para responder a tal pergunta é preciso formalizar e definir

@ a nogao de problema

@ a nogéo de programa € da sua execugéo por um computador
Poderemos assim determinar com toda a precisdo (i.e.
matematicamente) o que é um algoritmo e qual é o seu poder
expressivo. Ou seja: o que um algoritmo pode resolver e o que
nao pode.
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Problemas e Procedimentos Efectivos

A nocao de Problema

O que é um problema? é uma questdo genérica
@ Dado um vector, podemos ordenar os seus elementos de forma crescente?

@ Qualquer que seja um grafo e dois nodos deste grafo, é possivel
determinar o caminho mais curto entre estes dois nodos?

@ Existe uma forma de saber se um programa qualquer termina (problema
da paragem)?
@ Dada uma equagdo polinomial de coeficientes inteiros, é possivel
determinar as suas solugdes inteiras (décimo problema de Hilbert)?
O que é uma instancia de um problema? Um caso particular dum problema.
Por exemplo a ordenagdo do vector [|1;7;2;6; 4; 5] é uma instancia do

problema da ordenagio.
ol
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Problemas e Procedimentos Efectivos

A nocao de Programa

Programa, algoritmo, procedimento efectivo: uma descricio
rigorosa, completa, finita (em tempo e em tamanho) e
deterministica dum processo de resolucao que quando submetido a
um mecanismo de execu¢ao permite determinar sistematicamente a
solu¢ao duma instancia dum problema.

@ um programa Java é um procedimento efectivo

@ o algoritmo de euclides, o crivo de eratostene, o quicksort, sao
procedimentos efectivos
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Problemas e Procedimentos Efectivos

Problemas e procedimentos efectivos

Como j& vimos, nem todos os problemas tem procedimentos efectivos
associados. Isto é, nem todos tem solugdo algoritmica.

@ Os dois primeiros problemas tem solucdo algoritmica, os dois tltimos n3o.

Diz-se, neste caso, que sdo indecidiveis.

@ As funges estruturalmente recursivas terminam? Sim. Mas serd possivel
determinar a terminacdo de qualquer programa (ndo necessariamente as
funcdes estruturalmente recursiva). Resposta: n3o. Veja sé:

@ O problema de Syracuse (ou de Collatz): A fun¢io seguinte termina?
let rec syracuse (n:int) =
if n=1 then 1 else
if (n mod 2 = 0) then syracuse (n/2)
else syracuse (3xn + 1)

até a data de hoje, n3o se sabe. v
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Problemas e Procedimentos Efectivos

O problema da paragem ¢ indecidivel

Vimos na aula de introducdo que o problema da paragem foi
demonstrado indecidivel em 1936 pelo Church e pelo Turing.
Repitimos aqui a demonstragao informal:

e Imaginemos que exista uma fungdo/programa termina que
aceita um programa, digamos p, € que responderia em tempo
finito true se o programa p termina e false se o programa p
nao termina.

@ Consideremos agora o programa seguinte:

let rec sem_fim x = if x then (sem_fim x) else false

termina(sem_fim) devolve ent3o falso.

ol
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Problemas e Procedimentos Efectivos

O problema da paragem ¢ indecidivel

o Consideremos também o programa seguinte:

let rec teste () =
if (termina teste) then teste () else true

@ Que devolverd ent3o (termina teste)?

o Se teste n3o termina entdo (termina teste) devolve false e o
valor de teste é true, logo teste termina.

e Da mesma forma, se teste termina entdo (termina teste)
devolve true e teste é de novo avaliado (devido a recursdo) e
entra em ciclo.

Temos aqui uma situagdo contraditéria. A fungdo termina ndo pode,
infelizmente, existir: o problema da terminacao € indecidivel. E D)
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A Formalizagdo dos Problemas

© A Formalizacio dos Problemas
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A Formalizagdo dos Problemas

Como representar problemas, as suas instancias, os seus
pardmetros? através de algo que as possa descrever: a no¢do de
linguagem e das suas palavras.
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A Formalizagdo dos Problemas

Alfabeto: Conjunto finito de simbolos
{a, b, c}

{a. 8,7}

{1,2,3}

{0,0, &, &}

etc...
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A Formalizagdo dos Problemas

Palavras

e Palavras: sequéncia finita (eventualmente vazia) de elementos
dum alfabeto.

@ Monoide livremente gerado por um alfabeto A (designado por
A*): conjuntos de todas as plavavras geradas a partir do
alfabeto A. Origem do nome: algébrica. A* é um conjunto
que tem um operador . (a concatenagdo) associativo com um
elemento neutro: a palavra vazia € (a palavra feita com 0
letras de A, i.e. de cumprimento 0).

@ Admite-se, por razoes de conveniéncia, que a concatenacio .,
por exemplo a.b.c.d.e.f.g seja notada abcdefg.
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A Formalizagdo dos Problemas

Palavras e Linguagens

@ Linguagem L sobre um alfabeto A: Conjunto de palavras, ou
seja um subconjunto de A*.
@ Define-se sobre as linguagens e sobres as palavras as seguintes
operacoes:
o O cumprimento de uma palavra w, notada |w|, devolve o
cumprimento da sequéncia de simbolos que compoe a palavra.
o Seja w uma palavra, i um inteiro natural tal que 1 <7 < |w]|,
entdo w.(/) designa o i-ésimo simbolo (letra) da sequéncia w.

@ exemplos: abb3bwk217m é uma palavra sobre o alfabeto

{0,---,9,a,---,z}. Designemos por w esta palavra.
w.(5) = b, |w| = 11. No que diz respeito a palavra vazia,
le[=0 ]
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Representac¢do dos Problemas

@ Representacio dos Problemas
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Representac¢do dos Problemas

Codificacdo dos Problemas

Consideremos um problema bindrio (problema cuja resposta é
"sim”ou "n30"), cujas instancias estdo codificadas por palavras
definidas sobre um alfabeto . O conjunto ¥* de todas as palavras
definidas sobre ¥ pode ser particionado em 3 sub-conjuntos:

@ as instancias positivas: palavras que representam instancias do
problema e para as quais a resposta ao problema é positiva
(sim)

@ as instancias negativas: palavras que representam instancias
do problema e para as quais a resposta ao problema é
negativa (n3o)

@ palavras que n3o s3o nem instancias positivas nem instancias
negativas (ndo sdo instancias do problema) =
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Representac¢do dos Problemas

Um exemplo

Por exemplo, o problema da satisfacdo de férmulas légicas
proposicionais (V = conjunto de varidveis proposicionais).
e Alfabeto: A=V J{T, L, AV, —, <, (,)}
@ Linguagem: o conjunto indutivo Prop das férmulas
proposicionais definido sobre A* por
(B)VveV,veProp
(B) T € Prop, L € Prop
() VF,G € Prop,—F,(FV G),(FAG), (F— G),
(F < G) € Prop
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Representac¢do dos Problemas

Um exemplo

(]
]
"]
]

O problema: Dado uma férmula, serd esta uma tautologia?
Conjunto de todas as palavras: A*
As instancias: Prop

As instancias positivas: as férmulas de Prop que sio
tautologias

@ As instdncias negativas: as férmulas de Prop que n3o sdo
tautologias

@ A" — Prop é o conjunto das palavras que n3o s3o instancias
do problema.
Por exemplo " ((VA" é uma palavra da linguagem, isto é:
"((VA" € A*, mas ndo é uma instancia do problema da
satisfacdo (porque nem sequer é uma formula Iégica) fae
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Linguagens

© Linguagens
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Linguagens

Operacoes sobre Linguagens

e A linguagem vazia (notag¢do ), ndo € igual a linguagem que
sé tem a palavra vazia (ou seja {¢}.

@ Sejam L; e Ly duas linguagens.

L1UL2:{W ‘ W€L1\/W€L2}

LlﬂLzz{W‘ W€L1/\WEL2}

Lilo={w|w=xy,xeliNy€ Ly}

Lf={w|3k>0,w...wx € L1,w=wi.wa. - w}

LF={w|3k>0,w...w €L, w=wi.wy. - w}

Li={w|w¢L}

9
c
Cmmme

S. Melo de Sousa Teoria da Computagdo



Linguagens

Linguagens regulares

R, o conjunto das linguagens regulares sobre um alfabeto ¥, é
definido por indugdo, isto é, como o menor conjunto e linguagens
tais que

e (B)0eR, {efeR, Vacr,{a} eR

e (WVABeER, AUBER, ABER, A*cR

9
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Linguagens

Expressoes Regulares

Nem é sempre cédmodo tratar as liguagens como conjuntos de
palavras. Uma outra abordagem consiste em agrupar palavras
consoante os padrdes que essas apresentam: as expressoes
regulares. Definicdo indutiva da nocao de expressdo regular:

@ Definido sobre o monoide livremente gerado por o alfabeto
seguinte: (X U{),(,0,+,*,¢€})*
e (B) elementos de base: 0),¢,Vx €
@ (1) se a, b sdo expressdes regulares, entdo (ab), (a+ b), (a)*
sdo igualmente expressoes regulares.
Ou seja: Linguagens sdo conjuntos, Expressoes regulares sdo uma

notacdo. Veremos que sdo uma boa notacdo para as linguagens
ol
regulares. D)
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Linguagens

Expressoes regulares em OCaml

type 'a expreg =

Vazia (* Linguagem vazia x*)
Epsilon (* Palavra vazia *)
Caracter of ’a (+ Caracter ¢ * )
Uniao of expreg * expreg (x rl + r2 *)
Produto of expreg * expreg (x rlr2 * )
Estrela of expreg (x rx * )

ol
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Linguagens

Expressoes regulares e linguagens

Convém agora relacionar a notagdo com os conjuntos.
Seja r uma express3o regular, designamos por L(r) a linguagem
definida por

eser=0L(r)=10
eser=¢ L(r)={e}
eser=a(comack), L(r)={a}
@ ser=(a+b), L(r) = L(a) UL(b)
e se r = (ab), L(r) = L(a).L(b)
e se r = (a)*, L(r) = L(a)*
Esta linguagem é dita gerada pela expressao regular r.

9
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Linguagens

Teorema

Uma linguagem é regular (LR) se e s6 se pode ser
representado por uma expressao regular (ER)

Demonstracdo?
e (LR) = (ER) Por indugdo estrutural sobre a defini¢do
duma linguagem regular

e (ER) = (LR) Por indugdo estrutural sobre a defini¢do
duma expressdo regular

c
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Linguagens

Teorema

Uma linguagem é regular se e s6 se pode ser representado por uma
expressao regular

Demonstra¢do de (ER) = (LR)? (esqueleto)
Por indugdo estrutural sobre a definicio duma expressdo regular

@ Demonstrar que as linguagens geradas pelas expressoes regulares de base
sdo regulares

O L(0) é regular por definicido, QED (do latim Quod Erat
Demonstrandum).

@ L(€)é regular por definicdo, QED.

© Vac A L(a) = {a} é regular, por definicdo, QED.

@ Sejam a e b s3o duas expressdes regulares. Admitimos que L(a) e L(b)
sdo regulares. Serdo L(a"), L(a+ b) L(a.b) regulares? Sim (por defini¢do
de linguagem regular....trivial). QED. o

QED. Demonstracdo concluida
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Linguagens

Linguagens regulares

@ Vdrias expressoes regulares podem estar associadas a mesma
linguagem regular.

@ Seja X ={ay,---,ap}. X* pode ser gerada pela expressdo
regular (a1 + a2 + - -+ + ap)*

@ o conjunto das palavras n3o vazias geradas a partir do
alfabeto ¥, notado T, é denotadp por
(a1+ax+---+ap)(ar+ax+---+an)* (ou seja Tt = T5*).

9
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Linguagens

Linguagens regulares

@ Por conveniéncia nota-se por

o r* (ou r+) a expressdo rr*.

e r? a expressio (r + €) ("eventualmente r")

o r" a expressdo r---r por r"

——
n
e (a+ b)*a(a+ b)* representa a linguagem das palavras que
contém pelo menos um a.

@ Em sintaxe BNF a expressao regular representando os
ndmeros flutuantes (os "floats”) define-se por:
<float> ::= -7 <digit>+ (. <digit>?)? ((e | E) (+ | -)? <digit>+)?

ol
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Linguagens

Uma equivaléncia

(a"b)" + (b"a)* = (a+ b)*
Demonstrac3o:

e (a*b)* + (b*a)* C (a+ b)*. Porque (a+ b)* designa o
conjunto das palavras constituidas de a e de b.

9
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Linguagens

Uma equivaléncia

(a*b)* + (b*a)* = (a+ b)*
Demonstracio:

@ Consideramos uma palavra qualquer w de (a+ b)*. Digamos
w = wiwaws...w,. Podemos distinguir os 4 casos seguintes:
Q w=23" logow C (ea)* C (b*a)*
Q w=0b", logo w C (eb)* C (a*b)*
@ w contém a e b em quantidade arbitrdria e termina por um b.
Logo podemos descrever w da seguinte forma:

w=ga...ab...ba...a
—_—— S ——

a*b  (a*b)* a*b (a*b)*
= w € (a*b)* + (b*a)*

@ w contém a e b em quantidade arbitrdria e termina por um a.
w pode se descompor de forma semelhante ao ponto anterior.

b...b
<~

S. Melo de Sousa Teoria da Computagdo



Linguagens

Linguagens nao regulares

Quest3do: serdo todas as linguagens, linguagens regulares?
Resposta: ndo. Ha mais linguagens do que as linguagens regulares.

ol
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Linguagens

Consideracdes sobre conjuntos

@ Diz-se de dois conjuntos que tem a mesma cardinalidade
quando existe uma bijeccdo entre eles. Por exemplo
{1,2,3,4} e {a, b, c, d} via, por exemplo, a bijeccdo
{(1,2), (2, 5), (3, ), (4,d)}

@ um conjunto C é designado de numerdvel quando existe uma
bijeccdo entre C e N, ou seja quando tem a cardinalidade de
N.

@ Por exemplo, o conjunto das palavras sobre o alfabeto {a, b} é
numeravel. Porque podemos definir a bijeccdo seguinte:
{(¢,0),(a,1),(b,2),(aa,3),(ab4), (ba,5),(bb,6),(aaa,7),...)}

@ As expressoes regulares sdo numeraveis. De facto as
expressoes regulares sdo palavras formadas a partir dum
alfabeto finito. Logo, como no exemplo anterior, o conjunto )
das expressoes regulares é numerdvel. )
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Linguagens

O conjunto das linguagens

Seja A um conjunto, o conjunto dos subconjuntos de A
(também designado como o conjunto das partes de A) n3o é
numerdvel (ver a discussdo sobre a técnica da diagonal).

O conjunto das linguagens sobre um alfabeto ¥ é o conjunto
dos subconjuntos de ¥*. Logo ndo é numerdvel.

O conjunto das linguagens regulares é numeravel, visto que
cada linguagem estd associada a pelo menos uma expressao
regular (logo existe uma bijec¢do entre estes dois conjuntos).

Conclusdo: ha mais linguagens do que linguagens regulares.

ol
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Tecnicas de Demonstracio

@ Tecnicas de Demonstracio g
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracdes por contradicao

Imagine que pretendemos demonstrar uma propriedade P.
Podemos construir uma argumentacdo dedutiva que exibe que P é
vélida a partir de resultados previamente demonstrado, axiomas ou
até mesmo do cilculo. Ou podemos demonstrar que P n3o pode
invélida. Este processo é designado de demonstracao por
contradicao, ou ainda de demonstracao por absurdo ou de
demonstracao por redugdo ao absurdo (do latim reductio ad
absurdum)

ol
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracdes por contradicao

Genericamente, o processo de demonstracdo por contradicdo duma
propriedade P baseia-se na percepcao de que ou temos P ou
temos —P (ou exclusivo, ou seja nunca os dois simultaneamente)
e conduz-se da seguinte forma:

© Admitir (como hipdtese) que o contrério do que pretendemos
provar é vélido (ou seja admitir =P)

© condizir uma deducdo que nos leva desta hipdtese a uma
situcdo contraditéria (dito de outra forma absurda ou ainda
impossivel).

© logo a hipdtese inicial, =P, n3o pode ser valida. Podemos
assim concluir que P é valida.

ol
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracées por contradicao - Um exemplo

V2 e (R-Q)?
Demonstrac3o por absurdo de que v/2 é irracional:

@ Assumimos que Jn, m € N, tais que V2 = % sendo % uma
frac¢do irreductivel (n e m n3o tem divisores comuns);

@ ou seja 2m? = n°.

e logo n? é par, ou seja n igualmente. Seja k € N tal que
n = 2k, entdo 2m? = 4k2.

@ assim sendo m? = 2k?. O valor m é assim e igualmente par.

@ Contradic¢do. m e n sdo ambos divisiveis por 2 embora a
hipdtese inicial afirmasse que ndo houvesse divisores comuns.
V2 s6 pode ser irracional. =
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracdes por contradicao

7

Um ponto subtil: nunca foi provado que P (no exemplo "2 é
irracional") seja valida, mas sim que =P (/2 é racional) é invalida
(ou seja, ndo se argumentou a validade de P mas sim que ndo
podia ser de outra forma). Diz-se dessas demonstra¢des que ndo
sdo constructivas (ndo se constroi uma prova de P mas sim
constata-se formalmente que esta tem de ser valida).

Para os curiosos, ver a discussao sobre a matematica constructiva,
o intuicionismo de Brower, Heyting e Kolmogorov (os pais desta
escola matemdtica) a as ligagdes do constructivismo com a
algoritmia.

ol
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracdes por contradicao

outro exemplo de demonstra¢do n3o constructiva:
Ja, B € (R-Q), o € Q?

Demonstracao:
Temos: V2 ¢ Q. Sejam a = =2

e Ou temos o = \@ﬁ € Q, QED

\/§ . ~ / \/§ /
e Outemos 2"~ ¢ Q. Sejam entdo o/ =2 " e/ =+/2
entio o/ = (\@ﬁ)ﬁ = \@2 =2= % € Q, ou seja QED

V2, ~ 7 . ~ ~ .
mas V2"~ é ou nio é racional? Esta demonstracdo ndo o diz.
9
c
Cmmme

S. Melo de Sousa Teoria da Computagdo



Tecnicas de Demonstracio

Demonstragdes pelo principios da gaiola de pombos

@ se A e B sdo dois conjuntos finito tais que |A| > |B| entdo
nao existe nenhuma bijeccdo entre A e B.

@ Por outras palavras (que justificam o nome), se tiver mais
pombos do que gaiolas entdo necessariamente pelo menos
uma das gaiolas vai ter de ficar com mais do que um pombo.

@ Este principio simples tem, surpreendentemente, muitas

aplicacBes na matemadtica, em ciéncia da computacao e em
informatica.

ol
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstragdes pelo principios da gaiola de pombos - Um
exemplo

Retirado de nhttp://en.wikipedia.org/wiki/Pigeonhole_principle:

Although the pigeonhole principle may seem to be a trivial
observation, it can be used to demonstrate possibly
unexpected results. For example, there must be at least two
people in London with the same number of hairs on their
heads. Demonstration: a typical head of hair has around
150,000 hairs. It is reasonable to assume that no one has more
than 1,000,000 hairs on their head. There are more than
1,000,000 people in London. If we assign a pigeonhole for each
number of hairs on a head, and assign people to the
pigeonhole with their number of hairs on it, there must be at
least two people with the same number of hairs on their heads. "
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracoes pelo principios da gaiola de pombos -
Outro exemplo

Seja R uma relacao bindria sobre um conjunto A. Sejam a e b dois
elementos de A. Se existe um caminho entre a e b por R entao
existe um caminho de comprimento maximo |A|.

Demonstracao: Seja a = ajap, as, -+ ,a3, = b o caminho mais curto
entre a e b. Suponha agora que n > |A|. Isto significa que hd mais
elementos no caminho do que elementos em |A|. Pelo principios da gaiola
de pombos sabemos que pelo menos um elemento de A estd duas vezes
no caminho (se mapeamos os pontos do caminho para elementos do
conjunto A, entdo pelo menos dois pontos do caminho vao ser mapeados
para um elemento comum). Digamos a; = a; para 1 < i < j < n. Mas
entdo ay, a, - ,a;,aj41, - ,an é igualmente um caminho, e mais curto.
Contradic¢do. QED. :
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstra¢des por diagonalizacao

Principio da Diagonalizacao:

Seja R uma relagdo binaria sobre um conjunto A. Seja D o
conjunto, designado de diagonal, definido por
{alac€ AAN(a,a) € R}. Paracada ac A, seja
R,={b| be AA(a,b) € R}. Entdo D distingue-se de cada R,.

Este principio simple é no entanto surpreendenteemente poderoso.
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstra¢des por diagonalizacao

Imagine a seguinte relagdo R:
{(a, b),(a, d), (b, b),(b,c),(c,c),(d, b),(d, ), (d, ), (e e) (e, f),(f a),
(f,c),(f,d),(f,e)}

a|b|c|d|e|f
a X X
b X | X
c X
d X | % X | X
e X | X
f | x X | X | x

. , -~ |lalb|c|d|e|f
a diagonal é entao

X
a|blc|d]|el|f |, . .
e o seu complemento » ” <1¢° conjunto diagonal, D de
R, ou seja {a, d, f}. Repare que é diferente de qualquer linha da matriz. H
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstra¢des por diagonalizacao

Um exemplo : o Teorema de Cantor sobre a enumerabilidade do
conjunto dos subconjuntos.

O conjunto dos subconjutos dum conjunto enumeravel nao é
numeravel

Demonstracao: Vamos proceder por uma reducdo ao absurdo e
utilizar o principio da diagonal. Seja A = {ag, a1, az,---}. e

S = {s0,51,52}. Supomos que S seja numeravel. Consideremos
entdo a relagdo R seguinte: R = {(a,s) | ac€ A,s€ S,a € s}.

ol
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstra¢des por diagonalizacao

R = {(a,s) | a€ A;s € S,ac s} induz a matriz (eventualmente
infinita) seguinte:

day d1 d2 aiz a4g---
so | X X X
st x O x
S x O x x
S3 X X X
s | X X x O

O conjunto diagonal D é assim {a; | a; & s;} (os elementos
assinalados por [J). D é um subconjunto de S j& que é composto =
de elementos de A. =
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstra¢des por diagonalizacao

o A={ap,a1,az,---}

o S={sp,51,5}

o R={(a,s)|acAsecS,acs}
o D= {a|ads

Pelo principio da diagonal, Vi € N, D # s;. Logo D n3o é um
subconjunto de A (D ¢ S). Contradicgdo. QED.

Vejamos esta argumentacao com mais cuidado: Porque D ndo
pode ser um dos s;? Imaginemos que 3k € N, s, = D. Entao
akinD se e sé se ax & s (por defini¢do de D).

O conjunto dos subconjuntos ndo é numeravel.

9
c
Cmmme

S. Melo de Sousa Teoria da Computagdo



Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

Esta técnica, muito dtil no contexto desta disciplina, foi abordada
no capitulo anterior e aplica-se as propriedades sobre conjuntos
definidos por induc3o estrutural.

Damos a seguir dois exemplos.

9
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

Seja f : N x N — N, a funcdo recursiva definida por:

n+1 sem=0
f(mn) =< f(m—1,1) sen=0Am#0
f(m—1,f(mn—1)) sen>0Am>0

Vamos demonstrar por indugdo que Vk € N, f(1,k) = k+ 2.

9
c
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

Vamos aqui utilizar a definicdo indutiva standard do inteiros
natural (da aritmética de Peano). Neste caso a demonstragdo por
inducdo devera seguir o principio:
((PO)A(VneN.Pn— P (n+1)))— (¥YneN.P n).
Aqui P x 2 f(1,x) =x+2
e Caso de Base: Demonstrar que temos P 0 ou seja f(1,0) = 2.
Vejamos. f(1,0) = (regra2) f(0,1) =(regral) 14+1=2
@ Passo indutivo: Seja x um valor inteiro. Admitindo que temos
P x (Hipétese de indugdo, ou HI), temos de verificar se temos
necessariamente P (x + 1). Vejamos.
f(1,x+ 1) = (regra3) f(0,f(1,x)) = (regral) f(1,x)+1=
(HI) x+2+1ouseja(x+1)+2. Qed. .
Conclusdo: Vk € N, f(1,k) =k +2 =
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

@ Defina de forma indutiva o conjunto bina das arvores bindrias
ndo vazias de elementos dum conjunto A. Por drvores nao
vazias, entendemos que as mais pequenas arvores deste
conjunto s3o folhas (drvores com um sé elemento do conjunto
A);

@ Deé o principio de indugdo associada a esta definicdo indutiva;

© Defina a fungdo arestas que calcula o nimero de vértice da
arvore em parametro;

@ Defina a funcdo nodos que calcula o nimero de nodos da
arvore em parametro;

© Demonstre que Va € bina, nodos(a) = arestas(a) + 1. :
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

@ Seja A um conjunto. O conjunto das drvores bindrias n3o
vazias de elementos de A é o conjunto bina definido de forma
indutiva a partir do alfabeto Ag = AU {"(",”)",","} e das
regras (B) e (1). De forma equivalente, bina é o mais pequeno
conjunto X, dos subconjuntos do mondide livre gerado por Aa
(ou seja: Aj) que verifica:

(B): Vae Ajae X
(): Ye,d € X,Va€ A, (e,a,d) € X

9
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

@ O principio de induc3o, para uma propriedade P sobre drvores
de biny, é o seguinte:

(Vx € A, P(x))A(Ve, d € bina,Va € A, P(e)AP(d) — P((e, a, d)))

— (Vab € bina, P(ab))

9
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

°
arestas f — se n € A (n folha)
| 2+ arestas(e) + arestas(d) se n= (e, a,d)
°
nodos h — 1 se n € A (n folha)
~ | 1+ nodos(e) + nodos(d) se n= (e, a,d)

9
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

@ Vamos demonstrar por inducdo que
Vab € bina, nodos(ab) = arestas(ab) + 1. Temos assim de
considerar o caso de base e o passo indutivo.

Base: Demonstrar que para toda a folha
a € A, nodos(a) = arestas(a) + 1. Esta
demonstrac3o é trivial. Seja a uma folha
(a € A) nodos(a) =1 e arestas(a) = 0, logo
nodos(a) = arestas(a) + 1.

9
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

Indutivo:  Sejam e e d duas arvores de bina e a um elemento de A. As
hipSteses de indugio sdo as seguintes: (HI1)
nodos(e) = 1+ arestas(e) e (HI2) nodos(d) = 1 + arestas(d).
Vamos a seguir demonstrar que (HI1) e (HI2) implicam que
nodos((e, a,d)) = 1+ arestas((e, a, d)).

arestas((e,a,d)) =2+ arestas(e) + arestas(d) (x)

nodos((e, a,d)) =1+ nodos(e) + nodos(d)

(porHI1) =1+ 1+ arestas(e) + nodos(d)
(porHI2) =141+ 1+ arestas(e) + arestas(d)
= 1+ 2 + arestas(e) + arestas(d)
(por(*)) =1+ arestas((e, a, d))
QED.
Temos assim Vab € bina, nodos(ab) = arestas(ab) + 1 =
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducao estrutural

type 'a abin =
| Folha of ’a
Nodo of ('a abin)x'ax('a abin)

let rec arestas a =
match a with

| Folha - — 0

Nodo (c, x, d) —(arestas c) + (arestas d) + 2

let rec nodos a =

match a with

| Folha - —1

Nodo (¢, x, d) — (nodos c¢) + (nodos d) + 1 .

. c
1 Cumme
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducdo bem fundada

@ Pretende-se demonstrar Vx € A, P(x).

@ Uma ordem < bem fundada sobre A é uma relagdo bindria sobre A tal
que ndo exista para nenhum x de A uma sequencia
< xp < --ox0 < x3 < x estritamente decrescente infinita.

Por exemplo
e < é bem fundada sobre N (qualquer que seja o inteiro n, as
sequéncias estritamente decrescentes acabam no pior caso em
0)
o | a relaco de divisdo inteira (a|b significa que a divide b) é
bem fundada em N: qualquer que seja o inteiro natural n, a
maior sequéncia de divisores acaba em 1.

@ Se o conjunto A dispde de uma relacdo de ordem < bem fundada ent3o o
conjunta dispde dum principio de indugdo designado de bem fundado
definido da seguinte forma:

(Vx € A, (Yy € A, ((y < x) AP(y)) = P(x))) = ¥x € A, P(x) 9
(ondey < x=y < xAy#x)
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducdo bem fundada

Cada inteiro natural tem um descomposicao tinica em nimeros primos
(modulo permutacgdo dos elementos da descomposicdo)

Demonstracao da existéncia: Por indugdo bem fundada sobre o inteiro n e a
ordem | (onde a|b £ a divide b). Esta ordem é bem fundada (todas as cadeias
estritamente decrescentes acabam no maximo em 1).

@ Caso em que n é primo. Este caso € trivial (n3o ha descomposic3o).

@ Caso contrdrio, existe pelo menos um d € N tal que 1 < d < ne d|n.
Seja p1 o menor destes d. Se p; n3o for primo entdo e da mesma forma
existe um g tal que 1 < g < p1 e g|p1 mas neste caso g divide igualmente
n. Contradic¢do (porque g é um divisor menor do que p;1). Logo p;1 é
primo. Neste caso n = p;.n;. Se ny for primo, entdo ja temos a nossa
descomposi¢cdo. Sen3o procedemos da mesma forma sobre n; e obtemos
uma descomposicio n1 = po.ns. (etc...).
Agora, podemos reparar que - - - n;|n;_1| - - - |n2[m|n. Como sabemos que |
esta ordem é bem fundada, esta sequéncia tem de ser finita: Jk tal que Fame
nk—1 primo (que designamos por pix). Ou seja, n = p1.p>- -+ px. QED.
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducdo bem fundada

Cada inteiro natural tem um descomposicdo unica em nimeros primos
(modulo permutacédo dos elementos da descomposicdo)

Demonstracao da unicidade: Por contradic¢3o.

n=pip2...pr=qiq2...qs

Assumimos, sem perdade generalidade que r < s e que os factores primos estdo
ordenados de forma crescente. Ousejapr < pp < p3<...<pre

g < q< g3 <...<gs. Sabemos que p; divide n, ou seja, divide iguamente

q1q2 . .. qgs. Como todos os gis sdo primos, existe um k tal que p1 = g«x. Logo

p1 > 1. Da mesma forma, se olharmos desta vez para g conseguimos
demonstrar que g1 > p1. Logo p1 = g1. Ou seja pip2...pr = p1g2...qs. Ou
aindapz...pr=q2...Gs.

Podemos repetir este raciocinio até p,. Logo 1 = gr+1qr+2 ... qs. Esta situagao

s6 é possivel se s = r (nenhum produto de niimeros primos (que sio todos > E_.
1) é igual a 1). Logo Vi, pi = qi. QED. )
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducdo bem fundada

Seja A* o monoide livre gerado pelo alfabeto A. Vamos
demonstrar que

Vu,ve A (uv=vuw < Iwe A" Ip,ge N.u=wP e v =w7)

— . Facil. se u = wP e v = w9 entdo
uv=wPwid=wPti=wiwP=vu

9
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducdo bem fundada

«—. Demonstragio por indu¢do bem fundada sobre |u| + |v|. Ou seja a
propriedade por demsontrara é:

P(n) &Vuv e A" Jul+|v|=nuv=vu—3Iwec A" IpgeN.u=w" e v=nur

. A ordem por utilizar aqui é a ordem natural < sobre os inteiros. Esta ordem é
bem fundada (ndo podemos definir cadeias infinitas estritamente

descrescentes).
Assim sendo, Por hipotese de indugdo bem fundada temos: Vk < n, P(k).
Verifiquemos agora que temos entdo necessariamente P(n).

Sem perder generalidade supomos que |u| < |v|. Neste caso u é prefixo de v.

ol
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducdo bem fundada

@ Se u=¢€ou u=v entdo basta escolher w = v

@ Nos outros casos (u é designado de prefixo préprio de v), ento existe um
v/ tal que v = uv’ e verifica-se que v'u = v = uv’. Visto que |v'| < |v|
podemos aplicar a hipétese de induc3o ao par (u,v') (ou seja
Aw, p,q.u=wP Av' = w?). Como v = u.v' deduz-se que v = wP9.
QED.

ol
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducdo bem fundada

Outro caso de utilizacdo privilegiada desta técnica de demonstracio é a
demonstragdo de terminagdo de fun¢des recursivas.

Por exemplo:

Seja div_euclides : N — N — N a funcgdo seguinte:

0 if x<y
div_euclidesxy = ¢ x if y=0
(div_euclides (x —y) y) +1 otherwise

Demonstremos, por indu¢do bem fundada, que a funcio div_euclides
termina.
9
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducdo bem fundada

@ Para demonstrar que a fungdo d termina, basta conseguir ligar as

chamadas recursivas a uma relagdo de ordem bem fundada. A ideia é ver
que para determinados x e y, x — y € mais pequeno, quando comparado
com essa ordem, do que x. Como esta ordem n3o tem cadeias
descendentes infinitas, a funcdo tem de terminar.
Varias ordens bem fundamentadas sdo possiveis candidatas. Escolhamos
a mais natural de todas: < (C N x N). (Podiamos ter escolhido a ordem
<. sobre os pares de inteiros. Neste caso terifamos de nos debrucar sobre
o par (x,y) e ndo sé sobre x)

Comecemos por verificar que todos os casos de base terminam. Todos
eles se determinam em relag3o ao valor de y (que nio mude durante as
diferentes chamadas recursivas).

@ se y =0 o célculo de x termina obviamente;
@ se x < y o célculo de 0 termina obviamente; g
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Tecnicas de Demonstracio

Demonstracao por inducdo bem fundada

Desbruscemo-nos agora sobre o passo indutivo. Temos de verificar:

@ que a chamada recursiva faz com um argumento menor
estritamente (estritamente menor em relacdo a ordem bem
fundamentada escolhida);

@ que se (d (x —y) y) termina entdo (d x y) também termina.
Estes dois pontos s&o triviais. (x —y) < x quando y > 0 (que é o

caso, visto y = 0 ser um dos casos de base). Somar um a um
calculo por hipétese finito é feito em tempo finito. QED

9
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