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Introdugdo a nogdo de autématos Contexto
Exemplos Introdutérios
formal da nog¢do de autémato

gem Reconhecida Por autématos

Obijectivos

@ Autématos finito: primeira abordagem a modelizagdo da nogdo de procedimento
efectivo. Mas igualmente lteis noutros contextos (processamento de strings,
andlise léxica, etc...)

@ Derivar da nogdo de autématos finitos a no¢do de programa executado num
mecanismo (como os computadores).

@ Nestes mecanismos é importante realgar as componentes seguintes:

e o dispositivo de aquisi¢do de dados (1/0O, eventualmente
infinito)

o dispositivos de armazenamento de dados (Meméria - RAM por
exemplo)

o dispositivo de armazenamento do programa (Meméria - ROM
por exemplo)

o dispositivo de execugdo (o processador)
registo do estado da execugdo (Program counter, registos do
processador, etc,)

ol

. ) ;. c
@ Qualquer dispositivo, mesmo sendo tedrico, deve contemplar estes aspectos. Comme
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Objectivos

@ um estado = configura¢do dos registos do processador, do program
counter, da memdria e de todos os outros recursos

@ Um passo de execucdo = modificacdo do estado

@ Um exemplo. Uma méaquina com um processador com 8 Mb de
RAM, 16 registos de 32 bits:

1 byte = 8 bits = 23 bits

o 1 Mb = 1024 x 1024 bytes = 210 x 210 bytes = 220 bytes =

223 bits

8 Mb = 23 x 223 bits = 220 bits

16 registos de 32 bits = 2% x 2° bits = 29 bits

um estado = 220 4 29 bits = 67109376

ntimero de estados possiveis = 2°/-°227% 1111111 nimero

estimado de dtomos no universo = 100 ) :
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Introdugdo a nogdo de autématos Contexto

Exemplos Introdutérios
Definicdo formal da nocdo de autémato
Ex i

automatos

Obijectivos

@ um passo de execucdo (bis) = uma relacdo R de transicdo entre
os estados. Ou seja a R b significa "o processo de execugdo
modifica o estado a no estado b". Quando a execuc3o é
determinista (hd um sé estado "destino”possivel em cada passo de
execu¢do) a relagdo é uma funcao de transicao.

@ Como se constréi R? A partir do programa e da maquina que
executa.

ol
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Primeira abordagem a nocdo de Processo Efectivo

{rto das dadps
] o[1]ofo[1[o]o]1 - -

Lol
proch adon EPrOIene

automdto (um grafo particular) | programa/algoritmo

estado/nodo do autémato uma configuracdo da meméria

conjunto dos vértices relacdo de transicio

percurso do autémato execu¢ao

relagcdo de transi¢do execucdes possiveis

estado inicial a configuragado inicial da meméria :
fita dados de entrada B
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Exemplos de autémato

u,do
o Mecomhe domento
da ‘pam'o( ade
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1

Chocolate B euros
Moedas | eurn

2 euros
3 euros o
g
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Exemplos de autémato

(a+b)ce (ob +)¥
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Exemplos de aut

O Fantastico Prémio
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Representaciao dos dados

@ Problema : reconhecer uma linguagem (i.e. as palavras
constituintes)

@ Dados : uma palavra, colocada numa fita.

@ um ciclo de execugdo: processamento duma letra da palavra por
reconhecer.

@ fim da execucdo: fim da palavra por analisar.

@ Destaca-se do conjunto de estados os estados iniciais e finais

ol
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Definicao Formal

Um autémato finito ndo-determinista (abreviatura NDFA) sobre um
alfabeto A é definido por um 5-tuplo M = {Q,X,6,S, F} onde:

@ @ € o conjunto dos estados

@ Y = AU {e} é o conjunto dos labels das transi¢ces
@ ) C Q XX x Q éarelacdo de transicdo

@ S C Q é o conjunto dos estados iniciais

@ F C @ € o conjunto dos estados finais

Diz-se duma transic3o (g, €, q’) que é uma e-transig3o.

ol
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N3o determinismo e relacdo de transicao

Um autémato n3o determinista é um autdmato com eventualmente
@ mais do que um estado inicial

@ transicdes e (ou seja, transicdes que ndo precisam de consumir input
para serem exploradas)

@ transi¢cdes com a mesma letra partindo do mesmo estado

Isto implica que a sua execugdo possa ter de considerar simultaneamento
varios estado simultaneamente. Por isso é necessario contemplar uma
relacdo de transicdo e ndo somente uma fung¢do: para uma dada letra e
para um dado estado de partida se relacionam com eventualemnte vérios
estados de chegadas.

ol
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Um Exemplo

Figura : Autémato Nao Determinista
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Definicao Formal

Um autémato finito determinista (abreviatura DFA) sobre um alfabeto
A é definido por um 5-tuplo M = {Q,%,0, S, F} onde:

@ @ é o conjunto dos estados

@ Y = A é o conjunto dos labels das transicdes (sem transicdes €)

0: QXX — @ ¢éa funcio de transicio

s € Q é o estado inicial

@ F C @ é o conjunto dos estados finais
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Um Exemplo

Figura : Autémato Determinista
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Mais Um Exemplo

Especificacdo

® Q@={q,aq}
@ ¥ ={a b}
@ s=qo
° F={aq}
g | o|dg.0)
q|a|aq
@ i: qo b q1
@lalaq
q|b|a Figura : Autémato reconhecendo

palavras de ¥* que terminam por b =

S. Melo de Sousa Teoria da Computagdo



Introdugdo a nogdo de autématos Contexto
Exemplos Introdutérios
Definicdo formal da no¢io de autémato
Exemplos ilustrativos

Execucdo e Linguagem Reconhecida Por autématos

Outro Exemplo

Especificacdo

@ De que tipo é este autémato?

@ Qual é a definicdo formal deste

autémato? @

@ Que tipo de palavras este
autémato reconhece?
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Mais Outro Exemplo

Especificacio

@ De que tipo é este autémato?

@ Qual é a definicdo formal deste
autémato?

@ Que tipo de palavras este
autémato reconhece?
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Nocao de execucao de um aut

@ Consideremos um autémato M = {Q, X, 4d,s, F}

@ Configuragdo: (q,w) € Q@ X X*. Representa o estado completo do
autémato (em que estado se encontra actualmente e o input que resta
por analisar)

@ Configuracio derivdvel num passo: (g,a.w) Fm (q’,w) se (g,a,q") € 4.
Representa um passo de execugdo a partir de g com a entrada a. Esta
entrada é de dois tipos: a € ¥ ou a = €. No primeiro caso, diz-se que a
derivagdo num passo consumiu um elemento da fita de entrada (a leitura
do elemento actualmente activo na fita dos dados). No caso seguinte
(transi¢do (g, €,q’)), € é prefixo de qualquer palavra (Vp € £*, p = e.p),
logo a configuragdo obtida n3o altera (ndo consome) a fita de entrada
((q,e.w) Fum (g, w)).

ol
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Nocao de execucao de um aut

@ Configuragdo derivdvel num niimero qualquer de passo (eventualmente
0): (g, w) ki (¢',w’). Fecho reflexivo-transitivo da relagdo -y, isto é,
(g, w) b (g, w') se (q,w) Fm (g1, wa) Fum (g2, w2) Fm -~ B (@7, w').
Designaremos +}, por derivagdo.

@ Execuc¢do dum autémato:(s, w) Far (g1, w1) Fu (g2, ws) b -+
(qn—17 Wn—l) l_M (qm 6)

@ No caso dum autémato sem transicdes € temos a simplificac3do seguinte
(cada passo consome de facto um elemento da fita de entrada):

(S7 aiazas... an) }_M (ql, araz ... an) I—M (qz, as... a,,) '_M e }_M
(qn*h a") Fm (qm 6)

@ Neste contexto, diz-se que ai1a»as ... a, € aceite se g, é um estado final

(gn € F).

ol
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Linguagem aceite por um autémato

@ O conjunto de todas as palavras aceites por um autémato M,
designado de L(M) é o conjunto de todas as palavras tais que:

{w eS| (s, w) iy (,€) com q € F}

@ Diz-se de L(M) que ¢ a linguagem reconhecida ou aceite ou ainda
gerada por M.

@ De notar que esta nocdo de derivacdo codifica a nocdo de caminho
num grafo (ver mais além). Passar (derivar) duma configuragdo
para outra = escolher uma transicdo (e n3o necessariamente
consumir um elemento da fita de dados).

ol
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Linguagem aceite por um autémato

@ No caso dos autématos ndo deterministico é possivel existirem
vdrias deriva¢des que permitam reconhecer uma determinada
palavra p. Assim para determinar se uma palavra é aceite, basta
que exista uma. Por isso é necessdrio explorar todas as
possibilidades até encontrar uma tal derivacao.

@ No caso deterministico, se existir uma derivacao que determine que
uma palavra é aceite, ent3o essa é tnica. Mais, derivacido num
passo = (consumo dum elemento na fita de entrada + escolha
duma transic3o)

ol
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Nocdo alternativa de execucao de um autémato

@ Consideremos um autémato M = {Q, X, Ry, s, F}

@ Configuragdo extendida: (r,w) € Q* x X*. Representa o estado
completo do autémato (em que conjunto de estados este se
encontra actualmente e o input que resta por analisar)

@ Diz-se do estado ¢’ que é alcancavel por g se existir um caminho
de g para g’ s6 com transicdes €

@ Configuragdo extendida derivdvel num passo: (r,a.w) Fy, (r',w), (r
e r’ conjunto de estados) r’ é constituido de todos os estados ¢’
que podem ser atingidos a partir dos estados g por exactamente
uma transi¢do a (com a # ¢) assim como de todos os estados
alcancdveis a partir de ¢’.

ol
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Nocdo alternativa de execucao de um autémato

@ Configuracdo extendida derivavel num nimero qualquer de passo
(eventualmente 0): Fecho reflexivo-transitivo da relagdo H,.
Designaremos '}, de derivacao extendida.

@ Execucdo dum autémato: (S, ar1azas...a,) Fy, (Q1, aas3...an) Fiy
(Q2733 cee an) F/M e F?\/[ (Qn—han) F;\/] (Qme)

ol
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Linguagem aceite por um autémato (segunda versdo)

@ Extende-se a nog¢do de palavra reconhecida ou aceite da seguinte
forma: diz-se que ajasas ... a, é aceite se o conjunto @, contém
um estado final 3g € Q,. g € F.

@ O conjunto de todas as palavras aceites por um autémato M, forma
a linguagem reconhecida L(M).

@ De forma resumida, esta nocdo de derivacdo captura o facto que um
passo de execucdo consome exactamente um caracter na fita de
entrada. Assim neste contexto uma derivacdo que comprove que
uma determinada palavra p é aceite tem por comprimento o niimero
de caracteres de p (ou seja o comprimento de p).

@ Outro aspecto importante desta no¢cdo de derivagcdo: ndo ha
diferencas entre derivacdo extendida num autémato deterministico e
autémato nao deterministico. Uma palavra é aceite via uma .
derivagdo extendida Unica. i
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NDFA, DFA e execucdo - Em resumo...

@ No caso dos autdmatos deterministas, existe no maximo uma
execuc¢do para uma palavra em entrada

@ No caso dos autématos n3o deterministicos, é possivel que existam
execugbes possiveis para a mesma palavra em entrada, mesmo na
auséncia de transicoes €. Eo que tenta capturar a nogao de
configuragdo extendida. Neste caso a execugdo € Unica.

ol
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Exemplo

2 97

ol

Figura : Qual é a linguagem reconhecida por_este autémato?
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Exemplo

7 74

Figura : Qual é a linguagem reconhecida por este Autémato?

Autémato que |& um nimero bindrio (fornecido da direita para a esquerda) e
que aceita o nlimero se este for divisivel por 3. g
19 — 10011 — acaba em 1’, e 87 — 1010111 — acaba em 0’ T
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formal da nog¢do de autémato
os ilustrativos

Execucdo e Linguagem Reconhecida Por autématos

Revisitemos a noc3o de configuracdo e de linguagem gerada e ver a execucdo
como um percurso de grafo.

Seja M ={Q,%,Rs5,S,F} um NDFA (ou de forma indiferente, um DFA). Um
caminho em M é uma sequéncia c de arestas consecutivas (no grafo subjacente
ao autémato) de forma seguinte:

c= (qu ai, QI)(Qh az, q2)(q27 as, q3)(q37 as4, q4) e (qn*h an, q")

ou

ar ap an
C=qo—q1 —QqQ2... —> Qn

Diz-se que ¢ tem como comprimento n, que u = aiay ... an é a etiqueta do
caminho ¢, que go € o estado inicial de ¢ e g, o seu estado final.

Assim sendo diz-se que ¢ é um caminho de qo para ¢, (notag¢do qo LN Gn)
Por convencio, existe sempre um caminho vazio de g para g com etiqueta ¢
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Caminho bem sucedido

@ Seja M ={Q,%X,R5,S,F}. Um caminho ¢ = qq ... g, é designado
de bem sucedido se o seu estado inicial gg pertence a S e o seu
estado final g, a F.

@ Assim sendo, uma palavra p é reconhecida se é etiqueta dum
caminha bem sucedido. A linguagem reconhecida L(M) é o
conjunto das etiquetas de todos os caminhos bem sucedidos.

@ Diz-se duma linguagem L definida sobre um alfabeto A que é
aceitavel ou reconhecida se existir um autémato M sobre A que a
reconhece, i.e. L(M) = L.

@ O conjunto de todas as linguagem reconhecidas por um autémato é
designado de Rec(A*)

ol
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Introdugdo a nogdo de autémato: Contexto

Algoritmia 0s Exemplos Introdutérios
Te Definicdo formal da no¢io de autémato
omputagdo Exemplos ilustrativos
>m output Execucdo e Linguagem Reconhecida Por autématos
&

€
(1,200) - (2,480) F(3,00) I (4, a0)l-(6,a)r(6,8)
12515255 854 2,6 :
(rupesa) = (34,56 )0a) (34,5,6,8) - (3,4,5,6,E)

Figura : Um exemplo ilustrativo 9

Cumme
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Algoritmia dos autématos

Algoritmia de base
Equivaléncia entre NDFA e DFA

e Algoritmia dos autématos
@ Algoritmia de base
@ Equivaléncia entre NDFA e DFA

ol
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Algoritmia dos autématos At de base

Equivaléncia entre NDFA e DFA

@ estado poco
@ remog3o das transigdes € (NDFA. — NDFA)
@ remocao dos estados nao produtivos e dos estados inacessiveis

@ completagdo

Ver acetatos manuscritos distribuidos nas aulas

ol
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Algoritmia dos autématos )
€ Algoritmia de base

Equivaléncia entre NDFA e DFA

@ nog¢ao de autématos equivalentes
@ Determinisa¢do (NDFA — DFA)

@ Minimisagdo (DFA — DFApmin)

@ Unicidade do autémato minimal

@ Os autématos ndo deterministicos tem o mesmo poder expressivo
que os autématos deterministicos (L(NDFA) = L(DFA))

Ver acetatos manuscritos distribuidos nas aulas

ol
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Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

e Teorema de Kleene
@ Propriedades dos autématos de estados finitos
@ Digressoes sobre o teorema de Kleene
@ Dos Autématos as expressoes regulares

ol
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Propriedades dos autématos de estados finitos
Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene

Dos Autématos as expressdes regulares

@ Propriedades de fecho das linguagens reconhecidas por autématos
finitos

Ver acetatos manuscritos distribuidos nas aulas

ol
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Propriedades dos autématos de estados finitos
Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

Teorema de Kleene

@ Linguagens Regulares = Linguagens reconhecidas por autématos

Ver acetatos manuscritos distribuidos nas aulas

ol
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Propriedades dos autématos de estados finitos
Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressoes regulares

Obijectivos

O teorema de Kleene afirma que o conjunto das linguagens reconhecidas pelos
autématos finitos coincide com o conjunto das linguagens regulares. Sabemos
que todas as linguagens podem ser representadas por expressdes regulares.
Assim o teorema de Kleene pode ser demonstrado:

@ mostrando que qualquer linguagem regular pode ser reconhecida por um
autémato. Isto passa pela exibicdo dum algoritmo que permite
transformar uma express3o regular num autémato. A correc¢io do
algoritmo passa pela demonstra¢do de que o dominio do algoritmo é o
conjunto das expressdes regulares (todas as expressdes regulares podem
ser alvo do algoritmo) e que a linguagem reconhecida pelo autémato
resultante é exactamente a da expressdo regular em entrada.

@ mostrando que qualquer autémato pode ser transformado em qualquer
express3o regular. O algoritmo resultante deverd ser comprovado correcto
no sentido de que deve poder transformar qualquer autémato e que a
linguagem regular resultante é igual a linguagem reconhecida pelo
autémato original. 9
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Dos Autématos as expressoes regulares

Das linguagens regulares aos autématos

De facto podemos reforgar a implicacdo (das linguagens regulares aos
autématos) com a seguinte propriedade (cuja demonstracgo é feita com base
no algoritmo (e na sua correc¢do) que permite transformar uma expressdo
regular num autémato): A classe das linguagens aceites por autématos finitos é
fechada por

@ unido

@ concatenacgao

@ fecho de Kleene (estrela)
@ complementacao

@ intersec¢do

Ou seja (para o primeiro caso): Sejam M; e M> dois autématos ent3o existe

um autémato que reconhece a linguagem L(M;) U L(M,)
ol
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Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressoes regulares

Retomemos a nossa digressdo sobre o teorema de Kleene.

@ Designemos de aut2regexp o primeiro algoritmo, e de regexp2aut o
segundo algoritmo.

@ A demonstragdo relacionada com aut2regexp ja foi abordada nas
aulas anteriores. Vamos a seguir exibir a segunda parte da
demonstracao.

@ mas antes: uma forma simples de comprovar que os dois algoritmos
sao correctos é de considerar um autémato M e uma expressao
regular e. Os dois algoritmos s3o correctos se
L(e) = L(aut2regexp(regexp2aut(e))) e
L(M) = L(regexp2aut(aut2regexp(M))) qualquer que sejam M e e.

ol
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Dos Autématos as expressdes regulares

Algoritmo de Mac Naughton-Yamada

Seja M um autémato, Q = {q1,¢2,qs,...,q,} 0 conjunto dos seus
estados e A a sua relagdo de transi¢do. Designamos por R(i,j, k) o
conjunto das palavras que permitam passar do estado g; ao estado g;
passando exclusivamente pelos estados {qi, ..., qx—1}

.. [ Aw|(qi,w, qj) € A} sei#j
RG.J1) = { {e}U{wl(gw,qj) € A} sei=]
R(i,j. k+1) = R(i,j, k) U R(i, k, K)R(k, k, k)*R(k, j, k)

Temos entdo L(M) = queF
correspondente basta subsituir U nas definicdes anteriores por +)

R(1,j,n+ 1) (para ter a expressdo regular

9
c
Cmmme
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Propriedades dos autématos de estados finitos
Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

Dos autématos as expressoes regulares

@ Para formular as linguagens R(i,j, k) s6 foram utilizados conjuntos
finitos, unido, concatenag3o e o fecho de kleene (o fecho reflexivo,
transitivo). A linguagem resultante é assim por definicdo uma
linguagem regular.

@ Este algoritmo pertence a familia dos algoritmos de programagcio
dindmica.

ol
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Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

Exemplo

k=1 k=2
R(1,1,k) | e+a | (e+a)+ (e+ a)(e+ a)* (e—l—a)
R(1,2, k) b b+ (e+a)(e+a)*b
R(2,1,k) a a+ale+a)” (e+a)
R(2,2,k) | e+ b (e+b)+a(e+a)b

Assim L(M) = R(1,2,3) = (b+ (e +a)(e+a)"b) + (b+ (e + a)(e+a)*b)((e + g_.
b) + a(e + a)*b)*((e + b) + a(e + a)*b)



Propriedades dos autématos de estados finitos
Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

Outro Exemplo

Temos L(M) = R(1,{1,2,3},3). Calculemos estes valores por partes.

R(1,0,1) ={y,e} R(2,0,1)= R(3,0,1)=¢
R(1,0,2) = {x} (2,@,2):{6 y} R(3,0,2)=¢
R(1,0,3) =10 R(2,0,3) = {x} R(3,0,3) = {e,x,y}
R(L,{1,2,3},3) = R(1,{2,3},3) U
R(1,{2,3},1).R(1, {2,3},1)".R(2, {3}.1) = R(1, {2,3}, 1)".R(2, {3}, 1) 9
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Propriedades dos autématos de estados finitos
Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

Outro Exemplo

R(1,{2,3},1) = R(1,{3},1) UR(L,{3},2).R(2,{3},2)*.R(2,{3},1)
R(1,{3},1)  =R(1,0,1)UR(1,0,3).R(3,0,3)*.R(3,0,1) = {e,y}
R(1,{3},2)  =R(1,0,2) UR(1,0,3).R(3,0,3)*.R(3,0,2) = {x}
R(2,{3},2)  =R(2,0,2)UR(2,0,3).R(3,0,3)*.R(3,0,2) = {e,y}
R(2,{3},1) = R(2,0,1) UR(2,0,3).R(3,0,3)*.R(3,0,1) =0
Assim R(L,{2,3},1) = {e, y} 9
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Propriedades dos autématos de estados finitos
Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

Outro Exemplo

y v ¥
R(1,{2,3},3) = R(1,{3},3)UR(1,{3},2).R(2,{3},2)*.R(2,{3},3)
R(1,{3},3) = R(1,0,3) UR(1,0,3).R(3,0,3)*.R(3,0,3) =0
R(2,{3},3) = R(2,0,2) UR(2,0,3).R(3,0,3)*.R(3,0,3) = x(x+y)*
Assim R(1,{2,3},3) = xy*x(x + y)*.
Por consequente, L(M) = y*xy*x(x + y)* v
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Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

Variante do algoritmo: Técnica da eliminacao de estados

Principio de base: permitir que as transi¢cOes tenham por etiquetas
expressdes regulares (e ndo sé letras).

Partindo deste pressuposto alterar convenientemente o autémato original
de tal forma que sobre s6 dois estados e uma transicdo. Esta transicdo
contém a expressao regular procurada.

ol
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Propriedades dos autématos de estados finitos
Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

Técnica da eliminacao de estados

Seja M ={Q,X%,S, F,Rs} um autémato finito.

@ Alterar o autémato M em M’ da seguinte forma: juntar dois novos
estados i e f que serdo respectivamente o estado inicial dnico (i) e o
estado final tnico (f) de M’. Do estado i partem e-transigdes para todos
os estados iniciais de M. De todos os estados finais de M saem
e-transi¢cGes para f.

@ Enquanto o conjunto @ de M n3o for considerado no seu completo (i.e.
vazio) fazer o seguinte: considerar um estado g de Q. Considerar todos
os estados p e r de Q — {q} tais que existe transi¢des directas entre p e q
e entre g e r. Sejam (p, lrg, q) € (g, lqr, r) essas transicdes. Entdo juntar a
transicdo (p, lpgr, r) onde lhgr = lpg U Ipg.lgq-lq-. Esta fase concluida, o
estado g pode ser removido de @ assim como todas as transicdes que
partem ou chegam a gq.

© Quando a operacido anterior termina sé restam os dois estados j e f e
uma transi¢do entre estes dois estados. A etiqueta desta transi¢cdo é a "
linguagem reconhecida pelo autémato M. e

S. Melo de Sousa Teoria da Computagdo
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Teorema de Kleene Digressoes sob
Dos Autématos as expressdes r

Outro Exemplo

i y*)( o X epsilan
v ¥
é Y*XV*X » 3 epsilon
¥
é YRy XYy © .
! > H
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Teorema de Kleene Digressdes sobre o teorema de Kleene
Dos Autématos as expressdes regulares

Linguagens regulares

@ Conjuntos das palavras bindrias divisiveis por 2 (mas também por 3
ou por k, k > 4)

@ Sejax ={0,1,2,---,9} eseja L C T* o conjunto dos inteiros
naturais divisiveis por 2 e por 3. L é regular.

Desafio: demonstrar que sdo regulares. Como? exibindo que sdo
linguagens reconhecidas por um autémato finito ou que sdo conjuntos de
palavras construidos com base em linguagens regulares conhecidas e
operadores regulares (unido, concatenacdo e fecho reflexivo-transitivo)

ol
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Autématos vistos como algoritmos

Autématos e Computagdo

@ Autématos e Computacio
@ Autématos vistos como algoritmos
@ Limites algoritmicos dos autématos de estados finitos
@ Problemas e algoritmos sobre linguagens regulares

ol
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Autbématos vistos como algoritmos
Limites algoritmicos dos autématos de estados finitos
Autématos e Computagdo Problemas e algoritmos sobre linguagens

Autématos vistos como algoritmos

@ Ja referimos que podemos ver os processos de calculos em
dispositivos com meméria (assim como registos etc...) como
modificadores de estado em que os estados representam
configura¢Ges da memdria.

@ Vamos aqui reforgar esta ideia mostrando como podemos
representar os autématos nestes moldes.

ol
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Autématos vistos como algoritmos

@ Imaginemos que um prédio de 2 andares tenha dois elevadores e que
pretendemos modelar (de forma simplista) a utilizagdo dos dois
elevadores.

@ A posicao de cada elevador pode ser representada por uma varidvel
tomando valores em {0...2}.

@ Temos ent3o 32 = 9 configuracdes possiveis para a conjuncio das duas
varidveis.

@ Um exemplo de configuragdo pode ser {0,1}, ou seja, a primeira varidvel
contém o valor 0 (o primeiro elevador encontra-se no rés-do-ch3o) e a
segunda o valor 1 (o segundo elevador encontra-se no primeiro andar).

@ Estas configuragGes possiveis formam os estados do autémato. As
transi¢des representam os pedidos dos utilizadores (por exemplo
{a0, a1, a2} para o primeiro, {bo, b1, b>} para o segundo). A cada instante
um sé pedido é concretizado. v
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Autématos vistos como algoritmos

Em termos de programa, este autémato traduz-se em: (assuma que os
pedidos estdo organizados numa sequéncia para a qual existam as fung¢des vazio,
primeiro e resto)

let config = ref (0,0) (% configuragdo inicial x)
let rec estado00 pedidos =
if (vazio pedidos) then ()
else
match (primeiro pedidos) with

a0 — config:=(0,0); estado00 (resto pedidos)

| al — config:=(1,0); estadolO (resto pedidos)

| a2 — config:=(2,0); estado20 (resto pedidos)

| b0 — config:=(0,0); estado00 (resto pedidos)

| bl — config:=(0,1); estado0l (resto pedidos)

| b2 — config:=(0,2); estado02 (resto pedidos)
and estado0l pedidos =

ol
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Autbématos vistos como algoritmos
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Autématos e Computagdo Prob

Numa imagem resumida
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Autématos vistos como algoritmos

@ De forma genérica, os autématos sdo formalismos adaptados para
representar processos algoritmicos que manipulam um conjunto
finito de varidveis. No exemplo do elevador, sdo duas varidveis.

@ Esta caracterizagdo (embora informal) é essencial: O
niimero/tamanho dos dados manipulados deve ser perfeitamente
conhecido (pelo menos o seu limite superior) para poder ser alvo
duma modelizag¢3o algoritmica por autémato finito. Os autématos
finitos ndo conseguem representar processos algoritmicos cuja
necessidade em memdria ndo tem limite conhecido.

@ E essa restricdo que vamos explorar e formalizar a seguir para
estabelecer que o formalismo dos autématos ndo é o formalismo que
procuramos para descrever todos os algoritmos possiveis.

ol
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Algumas consideragdes prévias

@ Todas as linguagens finitas s3o regulares.

@ Uma linguagem n3o regular é assim necessariamente infinito (o inverso é
falso).

© Se uma linguagem € infinita, entdo contém palavras de tamanho infinito.

Qualquer linguagem regular é aceite por um autémato finito, este contém
um nimero finito de estados.

@ Consideremos uma linguagem regular infinita L e um autémato finito M
constituido de m estados. Para toda a palavra p de comprimento superior
a m em entrada, existe um estado g sobre o qual a execu¢do do autémato
M passara pelo menos duas vezes.

@ Ou seja, podemos descompor a palavra p em trés palavras x, u e y tais

que p = X.U.y e a execugao passa por g ao entrar na andlise de u e na
andlise de y. Entdo M aceita as palavras geradas pela expressdo regular

x.u™.y.
@ Assim espera-se que as palavras infinitas duma linguagem regular que )
c
essas apresentam umtal padrdo. Zmme
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Teorema do bombeame

@ Seja L uma linguagem regular, existe um inteiro n > 1 tal que
qualquer palavra w de L com |w| > n pode ser reescrita como
w = xuy onde u#¢, |xul < nexu*y € L.

@ (coroldrio) Seja L uma linguagem regular infinita, ent3o
Ix,y € X* Jue ¥*,Vn e N tais que x.u".y € L

ol
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Teorema do bombeamento

Demonstragdo. (essencialmente baseada nas observac¢des feitas previamente)
L é regular, logo existe um autémato finito determinista (minimal) M que o
reconhece. Suponhamos que M tenha n estados. Seja w uma palavra de
comprimento maior ou igual a n. Consideremos os n passos de execucdo
seguintes:

(go,wiwa...wp) Fm (g, wa ... wa) Fm - Fum (gny €)

onde wi, wa, ..., w, s3o 0s primeiros caracteres de w e go o estado inicial de
M. Temos assim n+ 1 configuragdes implicadas aqui num autémato com n
estados. Pelo principio da gaiola de pombos existem i e j tais que
(0<i<j<n)egqi =gq. Ousejaa palavra u = w;wjy1 ... w;, ndo vazia (j&
que i < j), leva a execu¢do do estado g; ao estado g;. Entdo esta palavra pode
ser removida de w ou até mesmo repetida sequencialmente sem alterar a sua
aceitacdo por M. Ou seja M aceita xu™y onde x = wiwa ... w;,

U= Wit1...w, y =w;.... Finalmente temos |xu = j < n. i
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Aplicacdes do teorema do bombeamento

Dado um p inteiro, a linguagem L; = {a"b" | 0 < n < p} é regular mas n3o a
linguagem L, = {a"b" | 0 < n}.

@ L, éregular. Ly = eU{ab} U {aabb}...U{} ou seja a unido finita de
linguagens finitas. QED.

@ Para L, vamos proceder via uma demonstra¢do por absurdo. Vamos
supor que Ly é regular. Logo existe um autémato finito deterministico M
com, digamos, m estados. Visto que L, é regular entdo existe uma
descomposicdo de a"b" em xuy tal que xu™y também pertenca a L».
Averiguemos (basta que existe um "corte’xuy possivel).

e u € a*. Impossivel porque se repetimos u mais do que uma vez
temos mais a do que b.

e u € b*. Impossivel por razdoes semelhantes.

o u€ (aUb)* —(a* Ub*). Impossivel visto que qualquer
repeticdo deste padrdo ird misturar a e b e quebrar o padrio
"todos os a antes dos b". "

Contradi¢cdo. Logo Ly n3o é regular.
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Aplicacées do Teorema do bombeamento

L ={a" | n primo} n3o é regular. Procedemos mais uma vez por contradi¢&o.
L é regular. Logo existe um autdmato determinista minimal com "'m estados
que reconhece a linguagem L. Seja w uma palavra de L tal que |w| > m. Logo
podemos arranjar uma descomposicdo xuy de w tal que xu™y também pertenca
igualmente a L. Vejamos esta afirmacio em detalhe: x = a°, u=a%ey =a"
onde p,r >0, g>0er+q+r>m. Entdo, em particular Vk € N, xu*y € L
ou seja p+ kg + r primo. Vejamos agora se todos os k validam esta imposicao
(condi¢o necessdria). Ora para k =p+2q+r+2,
p+kq+r=(q+1)(p+2g+r), logo ndo é primo. Contradicdo. L n3o é
regular.

ol
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Outras linguagens nao regulares

@ {a"b"c™ | n,m € N}
o {w | w e {a,b}* Ahd tantos a como b em w}

@ Seja L uma linguagem regulares. {ww~! | w € L}, onde

wl = WnWp_1...WoW; SE W = WiWo ... Wp_1W,.

o {a” | neN}

ol
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Outras linguagens nao regulares

@ Sejam D ={0,1} e T = D x D x D. Uma multiplica¢do correcta
de dois nliimeros binarios pode ser representada como uma palavra
de T*. Por exemplo a multiplicagao

01 0 1
x 0 1 1 0
1 01 1

pode ser descrita pela palavra de 4 letras seguinte:

0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 1 1

O conjunto de todas as palavras de T* que representam
multiplica¢Ges correctas n3o é regular

ol

Desafio: demonstrar que essas linguagens n3o sio. regulares.
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Problemas e algoritmos

Dada uma linguagem regular L sobre um alfabeto X e uma palavra
w € X*. O problema de determinar se w € L é decidivel.

@ O problema que consiste em determinar se uma linguagem regular L
é vazio (ou seja determinar se L = ) é decidivel.

O problema de determinar se uma linguagem regular L é universal
(ou seja determinar se L = X*) é decidivel.

@ O problema que consiste em determinar se uma linguagem regular
Ly é contida numa linguagem regular Ly (L1 C L) é decidivel.

O problema que consiste em determinar se duas linguagens regulares
sao iguais é decidivel.

ol
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© Autématos finitos com output

ol
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Autdmatos finitos com output

jectivos

Os autématos que vimos até este momento s3o designados de aceitadores
(acceptors em inglés). Isto é, as execucdes permitam dar uma resposta
bindria (sim, n3o) ao input ao quais esses autématos s3o submetidos.
Existem formas de extender os autématos de forma a que esses consigam
fornecer respostas mais ricas: os autématos com saida (transducers em
inglés).

ol
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Autdmatos finitos com output

Principios de Base

@ Uma acgdo = producdo de output. Para isso é preciso definir o alfabeto
de saida, digamos Q. Executar um autémato com output produzira
assim, além de consumir a palavra de entrada, uma palavra de Q*.

@ Duas abordagens principais: Autématos de Moore e Autémato de
Mealy.

@ Moore: as accgdes sdo despoletadas pelos estados por onde
passa a execugdo. Funcg3o de output f: Q@ — QU {e}. Na
passagem ao estado x, o resultado de f(x) é colocado no
buffer de saida.

@ Mealy: as acgles sido despoletadas pelas transicdes por onde
passa a execu¢do. Funcg3o de output: g: Q x ¥ — QU {e}.
Na escolha e passagem da transi¢do (p, a, q) o resultado da
fun¢do g(p, a) é colocado no buffer de saida.

@ Sob certas condi¢des é possivel transformar um autémato de Mealy num

7 . c
autémato de Moore equivalente. 1
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Autdmatos finitos com output

Um exemplo simples

F:apolan smpalon

Sepdlon

&:epallon

Figura : Um exemplo de autémato de Moore: um lexer simples E D)
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