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A ideia

Todas as férmulas s3o diferentes?
» Ha férmulas sintaticamente diferentes que significam a mesma
coisa (capturam a mesma asser¢3o).

» Exemplo: “gosto de légica” é equivalente a “n3o é verdade que
ndo gosto de logica”.

» Sintaxe n3o é tudo: ha varias formas de dizer a mesma coisa.

» Intuitivamente, se dada valoracdo arbitraria satisfaz uma
férmula se e sé se satisfaz outra férmula, ent3o as férmulas
sdo equivalentes.
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A nocdo de equivaléncia

Definicdo 7.1: equivaléncia l6gica
Duas férmulas ¢, € Fp dizem-se logicamente equivalentes, o que
se denota por ¢ = 1), se para qualquer valoracdo V se tem que

V(v) = V(¥).

Proposicao 7.4
Duas férmulas ¢, € Fp dizem-se logicamente equivalentes, o que
se denota por ¢ = 1, se se tem que p =1 se e s6 se P = .

Teorema 7.3
A equivaléncia légica é uma relag3o de equivaléncia.

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa Légica Computacional



Equivaléncia légica

Leis axiomaticas

Congruéncia

Abreviaturas

Conjuntos minimos de conectivos

Motivacdo
Defini¢do

A equivaléncia légica € uma relacdo de equivaléncia

Prova
Tem que se mostrar que & reflexiva, simétrica e transitiva.
» Note-se que sai como corolario da Proposicdo 7.4 que = C |
Como ja mostramos que |= é uma pré-ordem, = também o é.
Logo, é reflexiva e transitiva.

» Falta provar que é simétrica . Note-se que a simetria sai pela
Proposicado 7.4.
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A consequéncia semantica é uma ordem parcial

» Um pré-ordem anti-simétrica diz-se uma ordem parcial .

» A anti-simetria usa a igualdade (sintatica); se se considerar em
vez a igualdade semantica (equivaléncia l6gica), tem-se uma
“anti-simetria” semantica.

Teorema 7.4

Mostrou-se que a consequéncia semantica é uma pré-ordem.

Pela Proposicdo 7.4, se p =1 e 1 |= ¢ entdo p =1 ; logo, a
consequéncia semantica é anti-simétrica.
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Proposicdo 7.5: algumas leis da |6gica proposicional

» Dupla negagdo: ——p = ¢
» Absurdo: p A—p =L

» Universal: o V—op =T

» Leis de De Morgan:

“(pAp)=—pVpe-(pVih)=—pA
» Distributividade:

> o= (P = 0)=(p =) = (p—9)
> eV (P AS)=(pVY)A(p V)
> (pAY)VI=(p V) A (P V)
> A (P V)= (pAY)V(pAD)
> (PVY)ANI= (9 AV (P AD)
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Proposicdo 7.5: algumas leis da |6gica proposicional

» Monoides comutativos:
» (Fp,V, L), sendo T o elemento absorvente.
» (Fp, A, T), sendo L o elemento absorvente.

> Idempoténcia: pVp=pepAp=¢p
» Transitividade da implica¢do: (¢ = V) A (Y =) =p — v
» Contra-reciproco: ¢ = 1) se e s6 se ) = —p

Um monoide é um conjunto equipado com uma operagio
associativa com elemento neutro.

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa Légica Computacional



Enunciados
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Provas

A maioria das leis resultam de leis semelhantes da algebra de Boole.
> =g
V(m—p) =eV(-p) =6 V(p) = V(e)
» oA =1
V(e A—p) = V(p) @ V(np) = V(p) @ oV(p) =0= V(L)
> (e AY) =V
V(=(e A)) =eV(pAy)
=o(V(p) @ V(¥))
=oV(p)eoV(Y)
= V(~p) & V()

= V(o V )



V(e =) =eV(p)a V()
=V{@)eoV(e)
=co V@) eeV(y)
=eV() e V(-y)
= V(¢ = )
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“Iguais por iguais”

Intuicdo

» Um mecanismo fundamental do raciocinio légico (ou mesmo
algébrico) é o de substituir “iguais por iguais’.
» Exemplos:
» comol+1=2entdol1+1+1=23¢equivalentea2+1=23;

» se para p,q,r € P se tem que V(p) = V(q), entdo
pVr=qVr.

» Como usar este facto intuitivo na légica?

Teorema da Substitutividade

Suponha-se que ¢ = ), assuma-se que v € uma férmula que
contém ¢ como subférmula e que ' é obtido de « substituindo
ocorrréncias de ¢ por ¢. Entdo v =+,
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“Iguais por iguais”
Prova do teorema por inducdo na estrutura de ~

» Casos base:
» ~ = p, para algum p € P. A anica subférmula & o préprio 7,
logo p = e 1p =~'. Como por hipétese p = 1), e a
equivaléncia é reflexiva, conclui-se por transitividade que
vy=+ (ousejay=p=¢=7+).
» O caso v = L sai de igual forma.
> Caso v =71 V 72 (os restantes sdo semelhantes).
Por hipétese de indugdo, para i € {1,2} tem-se que y; =~} se este
altimo é obtido de ~; substituindo ocorréncias de ¢ por ¢. Como
por hipétese ¢ é subférmula de ~, ha 3 casos a considerar: p =7y
ou ¢ € SBF(9;) (com i € {1,2}). O primeiro prova-se de forma
semelhante aos casos base; considera-se ent3o, sem perda de
generalidade, que ¢ € SBF(v1) ; logo, como a equivaléncia é
preservada pelos operadores da légica, v/ =71 V 72 , e conclui-se
que v =«'.
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A equivaléncia légica € uma congruéncia

Teorema: os operadores da l6gica preservam a equivaléncia
Seja x € {V,A\,—=}. Sep =1 entdo p*xy =t xyey*kp=ry*i.
Prova . Note que na algebra de Boole, '=" é uma congruéncia.
> pVy=1Y V.
Por hipétese ¢ = 1, ie., V() = V(¥) ; logo, pela Proposi¢do
4.3.2, V(p)® V(v) = V(¥) @ V(v) ; conclui-se entdo que
pVy=yp V.

> p Ay =1 A~ . A prova é semelhante.

> y=Y =y
Por hipétese ¢ = 1, i.e., V() = V(¢) ; logo, pela Proposicdo
4.3.1, ©V(p) = ©V(¢) e de novo pela Proposicdo 4.3.2, sai
oV(e)® V(y) =oV(y) @ V(y) ; conclui-se entdo que
Y=Y =
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A equivaléncia légica € uma congruéncia

Teorema

A relacdo binaria = sobre féormulas da légica proposicional, é uma
congruéncia.

Prova

E uma relacdo de equivaléncia , preservada pelos operadores da
|6gica , e substitutiva.
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Expressividade

Os conectivos sdo independentes?

» Definiu-se a Légica Proposicional com os simbolos
proposicionais, o Falso (L), a disjun¢do (V), a conjungdo (A)
e a implicagdo (—)

» Outros operadores importantes (Verdade T, negagdo — e
equivaléncia <) ndo sdo primitivos: foram definidos como
abreviaturas

» Eram precisos todos os primitivos para se expressar as ideias
basicas da légica proposicional?
» Se se conseguir definir alguns como abreviaturas dos outros

(mostrando que a semantica original e a da abreviatura sdo
equivalentes), entdo pode-se prescidir deles como primitivos.

» Existird um Gnico conjunto minimo?
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Equivaléncias

Se mostrar que dada férmula com um conectivo é equivalente a outra
onde ele n3o ocorre, entdo esse conectivo pode ser definido como
abreviatura (em vez de ser primitivo).

Implicagdo como abreviatura: ¢ — ) = —p V ¢
V(e =) =eV(p)e V() =eV(p V) = V(e Vi)
Disjun¢do como abreviatura: ¢ V ¢ = —(—¢ A 1))

Mostra-se o resultado usando o Teorema da substitutividade, o axioma
da dupla negaco e uma das leis de De Morgan.

PV = ~(=(¢ V) (pois v = =)
= —(—¢p A 1)) (pela distribui¢do da negagao)

Conjungdo como abreviatura: ¢ A = —(—p V 1))
Mostra-se da mesma forma que acima.
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S3o todos os conectivos necessarios como primitivos?

Conjun¢do
O conectivo de conjung¢do pode ser definido como abreviatura se se tiver
disjuncdo e negacdo.
abv
e AY = =(mpV 1)
Disjuncado
O conectivo de disjun¢do pode ser definido como abreviatura se se tiver
conjun¢do e negacdo.

eV =a(-p A1)

Conclusdo
Com negacg3o (primitiva ou ndo), basta ter ou disjun¢do ou conjungdo.
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S3o todos os conectivos necessarios como primitivos?

O que temos como primitivo

» Falso: L

» Disjuncdo e conjuncgdo: V, A

» Implicacdo: —
O que definimos como abreviatura

> Negacdo: —p aby p— 1

» Equivaléncia: ¢ <> 1 P (p = V)A (Y = o)
Conjuncdo ou disjungdo: basta um deles

Pode-se ter menos conectivos, pois a conjun¢do (respectivamente a
disjuncdo) pode ser definida & custa da negagdo e da disjuncdo
(respectivamente a conjuncio).
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S3o todos os conectivos necessarios como primitivos?

Basta ter como primitivos
» Falso: L
» Implicacdo: —

O que sai como abreviatura

> Negac3o: —mp Yo — L
Verdade: T 2 ﬁL
» Disjungdo: ¢ V ¢ abv —|g0—>¢

v

v

Conjuncio: p A1) = —'(ﬁsﬁ vV )
Equivaléncia: ¢ < ¢ 2bv (g = V)N (Y — @)

v
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S3o todos os conectivos necessarios como primitivos?

Note-se que
Sem falso (L) temos que ter negag¢do primitiva (n3o se consegue
definir como abreviatura).

O falso sai como abreviatura se se tiver disjuncdo ou conjun¢io:
abv
L=pAp
Implicacdo
O conectivo de implicacdo pode ser definido como abreviatura se se
tiver disjungdo e negagdo (primitiva): ¢ — 1 by -V
Basta ter como primitivos

» Negacdo: —

» Disjungdo: V (ou conjuncgdo, A)
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E como/quando juntar conectivos?

Note-se que

» Para provas por inducdo, convém ter o minimo de conectivos.
O conjunto mais conveniente é { L, —}, porque L é um
operador constante, logo caso base.

» Para resolver exercicios, é atil ter o maximo de conectivos
definidos, para evitar ter que expandir abreviaturas (usam-se
directamente as defini¢des).
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Semantica da negacdo e equivaléncia

Satisfacdo

» Da negacdo: V I -y, se ndo se tem que V I+ ¢
» Da equivaléncia: VIFp <+, se VIFpseesése VIFy

Tabelas de verdade
pl-plalp—=algop|lpeg
0 10 1 1 1
1 00 0 1 0
0 1|1 1 0 0
1 01 1 1 1
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