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Natureza das férmulas
Exercicios: natureza de férmulas
Semantica por analise exaustiva

Exercicios

Motivacio
Definicdo
Resultados

Férmula possivel

Intuicdo
Ha férmulas que que s3o satisfeitas por algumas valoracdes:
dizem-se possiveis.

Exemplo
Sejam p,g € P, Vi : P — B tal que Vi(p) =1e Vi(q) =0, e
V, o P — B tal que Va(p) =0e Va(q) =0.

Tem-se que Vi IF pV g, pois
Vi(p Vv q) = Vi(p) @ Vi(q) =1& Vi(q) = 1.

No entanto, V, I pV g, pois como Va(p) =0 e Vu(q) =0, tem-se
que Vao(pV q) = Vao(p) ® Va(q) =0@ 0= 0.
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Natureza das férmulas
Exercicios: natureza de férmulas
Semantica por analise exaustiva

Exercicios

Motivacio
Definicdo
Resultados

Férmula valida

Intuicdo
Ha férmulas que sio satisfeitas por todas as valoracdes: dizem-se
validas ou tautologias.

Note-se que se uma férmula é valida, é possivel.

Exemplo: qualquer V satisfaz p vV —p

VIFpVv-p, se VIFpouse VIF-p,ie,se V(p)=0ou
V(p) =1, que tem que se verificar porque V & uma funcgo.

Prova
Note-se que V(pV —p) = V(p) & V(-p) = V(p) & (&V(p)).

Se V(p) =0entdio 0@ (00) =00 1=1.
SeV(p)=1lentio 1@ (61)=100=1.
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Natureza das férmulas
Exercicios: natureza de férmulas
Semantica por analise exaustiva

Exercicios

Motivacio
Definicdo
Resultados

Férmula contraditéria

Intuicdo
Ha férmulas que ndo podem ser satisfeitas por nenhuma valoracio:
dizem-se contraditorias.

Exemplo: nenhum V satisfaz p A —p.

Assumindo-se por absurdo que V IF p A —p, entdo V I pe
V Ik —p, ou seja, se VIFpe VIFp, oqueimplica V(p)=1e
V(p) = 0, que é impossivel porque V' & uma fungdo.

Prova
Note-se que V(p A —p) = V(p) ® V(=p) = V(p) ® (&V(p)).

Se V(p) =0entdo 0® (©0) =0®1=0.
SeV(p)=1lentdo 1®(81)=1®0=0.
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Exercicios: natureza de férmulas
Semantica por analise exaustiva

Exercicios

Motivacio
Defini¢do
Resultados

Férmula possivel, contraditéria e valida

Terminologia
A férmula ¢ € Fp diz-se:

>

possivel, se existe alguma estrutura de interpretacdo V sobre P que
a satisfaz;

vélida (e denota-se |= ), se toda a estrutura de interpreta¢do V
sobre P a satisfaz;

contraditéria, se nenhuma estrutura de interpretacdo V sobre P a
satisfaz;

uma férmula proposicional valida diz-se também uma tautologia;
escreve-se [~ ¢ se ¢ ndo é uma tautologia;

um conjunto de férmulas ® C Fp diz-se possivel se existe uma
estrutura de interpretacdo V sobre P que satisfaz todas as férmulas
em ®; caso contrario diz-se contraditdrio.
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Natureza das férmulas

e p Motivacio
Exercicios: natureza de férmulas Defini go
Semantica por analise exaustiva <

Resultados

Exercicios

Possivel, contraditéria e valida: inter-relacdes

Lema 5.1

A férmula que ni3o é:
1. valida, pode ser possivel ou contraditéria;
2. contraditéria, pode ser possivel ou valida;
3. possivel também n3o pode ser valida, logo é contraditéria.

Lema 5.2
A negacido de uma férmula:

1. valida, é contraditéria;
2. contraditéria, é valida;

3. possivel (ndo valida), é possivel.

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa Légica Computacional



Natureza das férmulas

e p Motivacio
Exercicios: natureza de férmulas Defini go
Semantica por analise exaustiva <

Resultados

Exercicios

Primeiro lema

Prova

1. Uma férmula é ndo valida, se no é verdade que todas as
valoracdes a satisfazem, ou seja, alguma valoragio n3o a
satisfaz. Se uma outra valoracdo a satisfaz, entdo é possivel;
se ndo é contraditoria.

2. Mostrar que uma férmula n3o contraditéria é possivel ou
valida usa raciocinio semelhante.

3. Uma férmula que n3o é possivel, ndo tem nem uma valoracio
que a satisfaga. Obviamente n3do é valida (todas as valoragdes
a tinham que satisfazer), e como nenhuma valoracéo a satisfaz
é, por definicdo, contraditéria.
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Natureza das férmulas

e p Motivacio
Exercicios: natureza de férmulas Defini go
Semantica por analise exaustiva <

Resultados

Exercicios

Segundo lema

Prova

1. Seja ¢ uma férmula valida, i.e., todas as valoracdes a
satisfazem (= ); entdo, cada valoragdo ndo satisfaz -, ou
seja, tem-se para qualquer V queV ¥ —y; logo, —p é
contraditdria.

2. Mostrar que a negacdo de uma férmula contraditéria é valida
usa raciocinio semelhante.

3. Uma férmula possivel (ndo valida) ¢ tem alguma valoragdo V4
que a satisfaz e que uma outra valoracdo V5, que n3o a
satisfaz. Como vimos, V I ¢ se e s6 se V Iff =, logo
Vi I —p e Va IF =, sendo entdo —¢ possivel (ndo valida).
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Natureza das férmulas
Exercicios: natureza de férmulas
Semantica por analise exaustiva

Exercicios

Verificagdo da satisfagcdo de férmulas

Anélise por via semantica

Existe algum V que satisfaca (p A q) — L7
Por definicdo V IF ¢ — ¢ se (&V(p)) @ V(¢) = 1.
Como para nenhum V se tem que V' IF L, iie.,, V(L) =0, entdo

l=(@©V(prg)eV(L)=(©V(pArg)a0=06V(pAq)

e conclui-se que V' IF (pAg) — Lse V(pAgq)=0.

Pelo Lema 4.2.1, para se ter V |f p A g ndo se pode ter
V(p) =1= V(q), ou seja, V tal que ou V(p) # 1ou V(q) #1
satisfaz (p A q) — L.

Como se encontraram valora¢des que n3o satisfazem a férmula e
outras que a satisfazem, a férmula é possivel (ndo valida).
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Exercicios

Verificagdo da satisfagcdo de férmulas

Anélise por via semantica

Existe algum V que satisfaca (p vV -p) — L7
Por definicdo V IF o — ¢ se (&V(p)) @& V(¢) = 1.
Como para nenhum V se tem que V IF L, iie.,, V(L) =0, entdo

1=(©V(pVv-p) @ V(L)=(eV(pV-p)d0=0V(pV-p)

e conclui-se que V' I (pV =p) — L se V(pV —p) =0.

Pelo Lema 4.2.3, s6 se tem que V(pV —p) =0se V(p)=0e
V(=p) =0, o que é impossivel porque V' é uma fungdo e tem-se
sempre ou V(p) =1 (logo V' IF p) ou V(p) =0 (logo V I —p).
Portanto todo o V satisfaz p V —p.

Conclui-se que nenhum V satisfaz (p V —=p) — L, que é entdo uma
férmula contraditéria.
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Natureza das férmulas
Exercicios: natureza de férmulas
Semantica por analise exaustiva

Exercicios

Verificagdo da satisfagcdo de férmulas

Anélise por via semantica

Existe algum V que satisfaca L — (p A q)7?
Por definicdo V IF ¢ — ¢ se (&V(p)) @ V(¢) = 1.
Como para nenhum V se tem que V IF L, iie., V(L) =0, entdo

(eV(L)eV(prg)=c0a V(pAg)=1a V(pAg) =1

Conclui-se que todo o V satisfaz L — (p A q), que é entdo uma
formula valida.
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Verificagdo da satisfagcdo de férmulas

Prova de = ((¢p = ¢¥) Ap) = ¢

Mostra-se que V/(((¢ — ¥) A ) — ¢) = 1, para qualquer V.
V(e =) Ap) = w) =
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Exercicios

Aplicagdo da definigdo de satisfagido

Analise combinatéria de férmulas

» Pode-se determinar a natureza de dada férmula (possivel,
contraditéria ou valida) analisando todas as possiveis
atribuicdes de valor aos seus simbolos proposicionais.

» A satisfacdo de uma férmula ¢ € Fp por dada valoracdo V
depende apenas do valor que V atribui a cada p € SMB(yp).

» Apesar de V ser uma aplicacdo com dominio infinito, como as
férmulas sdo sequéncias finitas de simbolos, a analise das
possiveis valoracdes dos simbolos proposicionais da férmula
permite concluir a sua natureza.

» Dadas duas valoracdes V; e V, que atribuem os mesmos
valores aos simbolos proposicionais de ¢, ou ambas satisfazem
© ou nenhuma o satisfaz.

» Logo, a analise exaustiva das possiveis valorac@es para os
simbolos de dada férmula permite decidir a sua natureza.
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Natureza das férmulas
Exercicios: natureza de férmulas
Semantica por analise exaustiva

Exercicios

Aplicagdo da definigdo de satisfagido

Prova do Lema dos simbolos omissos

Lema dos simbolos omissos
Seja ¢ € Fp e considerem-se duas valoracdes V; e V5. Se para cada
p € PNSMB(yp) se tem Vi(p) = Va(p), entdo Vi(p) = Va(p).
Por inducdo estrutural
» Casos base: ¢ = L ou ¢ = p, para algum p € P.
O primeiro caso é vacuoso, pois P N SMB(p) = 0.
O segundo sai trivialmente, pois por hipotese Vi(p) = Va(p).

» Passo: ¢ é uma férmula n3o atémica.

Caso ¢ = 1 V @2 (os outros sdo semelhantes).

Vi(¢) = (por definicio)
Vi(p1) @ Vi(p2) = (por hipétese de indugdo)
Va(p1) @ Va(p2) = (por definigdo)

Va(e)
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Exercicios: natureza de férmulas
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Exercicios

Aplicagdo da definigdo de satisfagido

Tabelas de verdade

Construcdo da tabela de dada férmula

Nas linhas colocam-se todas as possiveis combinacdes de valores
para os seus simbolos proposicionais; faz-se uma coluna para cada
subférmula.

Tabelas da disjuncéo, conjuncio e implicacdo
plalpvalprg|p—g

0|0 0 0 1
110 1 0 0
01 1 0 1
1)1 1 1 1
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Natureza das férmulas
Exercicios: natureza de férmulas

Sambimiea per el ceusie Aplicagdo da definigdo de satisfagido

Exercicios
Tabelas de verdade
Tabela da negacdo Tabela da equivaléncia
abv
p \ 1 \ p=p—>L
0|0 1
110 0
b
pq= (p—=a)A(g—p)

— O = OlT
= = O OlQ

—
1
0
0
1

Analise de férmulas
» Se uma férmula é possivel, entdo alguma linha da sua tabela
estd a 1.
» Se uma férmula é contraditéria, entdo todas as linhas da sua
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Natureza das férmulas
Exercicios: natureza de férmulas

Semanti o F Tabelas de verdade
emantica por analise exaustiva
Exercicios

Analise da validade de férmulas

Tabelade (pAg) — L
plalL]|prg|(prq) — L
0/0|0 0 1
17100 0 1
0|10 0 1
17110 1 0

Férmula possivel (ndo valida)
Como a coluna da férmula tem zeros e uns, ha valoracdes que a
satisfazem mas ha uma valoracio que ndo a satisfaz.

Na verdade n3o é necessario apresentar todas as linhas: basta uma
com a coluna da férmula a 1 para mostrar que é possivel, e outra
linha com 0 nessa coluna para mostrar que n3o é valida.
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Natureza das férmulas
Exercicios: natureza de férmulas

Semanti o F Tabelas de verdade
emantica por analise exaustiva
Exercicios

Analise da validade de férmulas

Tabela de (pV —p) — L
plL|-p|pV-p|(pV-p)— L]
0] 01 1 0
1100 1 0

Férmula contraditéria
Como a coluna da férmula (a da direita) sé tem zeros, nenhuma
valoracio a satisfaz.
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Exercicios

Tabelas de verdade

Analise da validade de férmulas

Tabela de 1 — (p A q)
plalL|prg|L—=(pAa)

0|00 0 1
1(0]0 0 1
0|10 0 1
17110 1 1

Férmula valida
Como a coluna da férmula (a da direita) s6 tem uns, todas as
valoragdes a satisfazem.
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