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Menor conjunto gerado por regras

E uma forma “construtiva” (ou incremental) de definir conjuntos
infinitos:
Como funciona?

» Diz-se primeiro (“axiomatiza-se”) quais sdo os elementos
“basicos” do conjunto (em namero finito).

» D3o-se depois “regras’ (em namero finito) para obter novos
elementos a partir dos que ja estdo no conjunto.

O conjunto resultante contém todos os elementos que se podem
gerar com as regras, € apenas esses.
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Definicdo indutiva: menor conjunto gerado por regras

Notar bem

» Aplicando infinitas vezes as regras, obtém-se um namero
infinito de elementos (a partir de um namero finito de axiomas
e regras).

» Cada elemento do conjunto tem no entanto uma justificacdo,
prova ou derivacdo finita: a sequencia das regras aplicadas
para o obter.

Exemplos

A linguagem Fp da Légica Proposicional foi definida desta forma.
Outro exemplo essencial & o dos niimeros naturais.
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Definicdo indutiva dos naturais

Regras

» Fixa-se primeiro que zero & natural (axioma ZERO): 0 € Ny

» Diz-se depois como obter novos naturais a partir dos ja
gerados (regra SUCC): se n € Ny entdo n+1 € Ny

Justificacdes de pertenca a conjunto

S&o cadeias (finitas) de aplicagdes de regras, terminando num

axioma, que mostram como se gerou o elemento.
» 3 € Np, pois 3=2+1 (regra SUCC), e 2 € Ny, pois

2=1+1 (regra SUCC), e também 1 € Ng, pois 1 =0+ 1
(regra SUCC), uma vez que 0 € Ny (axioma ZERO).

» 3,5 ¢ Ny, pois 3,5 =2,5+1 (regra SUCC),e2,5=1,5+1
(regra SUCC), e 1,5 =0,5+1 (regra SUCC), e
0,5=—-0,5+1 (regra SUCC), ... a sequéncia ndo termina
porque ndo “encontra” o axioma.
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Definicdo indutiva de pilhas de inteiros

Regras

» Fixa-se primeiro que vazia é pilha (axioma VAZIA):
vazia € Pilhalnt

» Diz-se depois como obter uma nova pilha a partir de um
inteiro e de uma pilha ja gerada (regra PUSH):
se i € Z e p € Pilhalnt entdo push(i, p) € Pilhalnt

Justificacdes de pertenca a conjunto

push(4, push(—7, push(—1, vazia))) € Pilhalnt, pois 4 € Z e
push(—7, push(—1, vazia)) € Pilhalnt (regra PUSH),

uma vez que —7 € Z e push(—1, vazia) € Pilhalnt (regra PUSH),
ja que —1 € Z e vazia € Pilhalnt (axioma VAZIA).
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Sintaxe e semantica

Pilhas de inteiros

A defini¢do indutiva introduziu uma (nova) linguagem (formal)
para falar de valores abstractos.

Denotacdo

» Sintaxe: regras para escrever palavras (termos) da linguagem.
Definicdo indutiva gera linguagem infinita de palavras finitas.

» Semantica: associa sentido (i.e., valores) as palavras.
Func3o definida (também) indutivamente nas regras da
linguagem: a cada termo corresponde um valor - a sua
denotac3o.

Definicdo indutiva de funcdes? Sim, uma funcio é um
conjunto de pares ordenados.

. -7
Exemplo: o termo push(—7, push(—1, vazia)) denota o valor 1
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Nocdes Uteis

Definicdo 3.1: subférmulas de uma férmula

O conjunto SBF(¢p) das subférmulas de ¢ € Fp & definido
indutivamente pelas seguintes regras:

» SBF(¢) = {¢}, se p & atémica;
> seja 5d§f<p\/w, (5d§fg0/\w ou 5d§f<p—>w;
SBF(5) = {6} U SBF(y) U SBF ().

Definicdo 3.2: simbolos proposicionais de uma férmula

O conjunto SMB(¢) def SBF(y) N P contém os simbolos

proposicionais de uma férmula ¢ € Fp.
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Exemplos

Simbolos proposicionais e subférmulas de uma férmula
Sejam p,q,r € Pe —p,(pV q) — r € Fp.
> SMB(-p) = {p}
SBF(—p) = SBF(p — L) = {-p} USBF(p) USBF(L) =
{=p,p, L};
> SMB((pV q) = r)={p,q.r}
SBF((pVvgq) —r)={(pVq) — r} USBF(pV q) USBF(r) =
{(pvq) = rtU{pVq}USBF(p)USBF(q)U{r} =
{(pVaq)—=r.pva,np.aq,r}
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Como mostrar que dada sequéncia de simbolos do alfabeto é
formula da linguagem?

Uma prova é uma sequéncia de férmulas, sendo

» cada uma obtida por aplicacdo de uma regra, eventualmente usando
férmulas anteriores (na sequéncia) como hipéteses dessa regra;

» a Gltima férmula da sequéncia é a conclusdo desejada.

Definicdo 3.3: prova de férmula

Uma prova para ¢ € Fp & uma sequéncia 1, ..., p, de férmulas de Fp,
com n > 1, tal que:

| 4 © = ¥n;
> para qualquer 1 < < n tem-se que y; resulta de aplicar uma das
regras da definicdo de Fp a férmulas da sequéncia ¢1,...,¢n_1.
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Provas como arvores etiquetadas

A ideia
» Uma prova ou inferéncia é apresentada em arvore, dita de
deducdo ou derivacio.
» Cada arvore é construida a partir de arvores singulares (ou
folhas) utilizando-se as regras da definigdo indutiva.
» Obtém-se um novo nivel da arvore por aplicacdo de uma regra.

» A etiquetas dos nés sdo férmulas.

» As férmulas nas folhas resultam de axiomas.
» A férmula na raiz é a conclusdo da prova. Diz-se que a arvore
€ uma derivacdo dessa férmula.
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Que sequéncias s3o férmulas?

Exemplo de derivacéo

Sejam p,q,r € P.
O termo (p — (g A (r VvV p))) € Fp (é fomula).

Prova:
— (PROP)  —— (PROP)
—~ (PROP) (rv p) (CO’\(ll)DIS)
p (PROP) (@A (VP e

(p—=(gA(rvp)))

Note que as provas n3o sdo (necessariamente) Gnicas.
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O principio de inducdo estrutural

Motivacdo

Uma regra de uma definicdo indutiva de um conjunto S,
introduzindo termos construidos com dado operador n-ario op, tem
a forma geral seguinte.

Se para qualquer i tal que 1 </ < n, com n > 0, se tem que

e € S, entdo op(ey,...,ey) €S,

sendo cada S; ou o conjunto S ou outro conjunto ja previamente
definido.

Nota
» Tal como se faz inducdo sobre os naturais, pode-se fazer
indugdo sobre (os construtores de) qualquer conjunto definido
indutivamente.

» Na verdade. a inducdo natural & um caso particular desta
inducdo estrutural.
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O principio de inducdo estrutural

Definicdo 3.4
Seja S um conjunto definido indutivamente e P um predicado sobre
elementos de S.

Se para cada construtor (k-ario) op da defini¢do indutiva de S, se
tem P(op(e1, ..., ek)), se P(e;), paracada e € S (com 1 < < k),
entdo tem-se P(e) para qualquer e € S.

Este principio de inducdo, por sua vez, € um caso particular da
chamada indugdo generalisada ou Noetheriana.

Definicdo 3.5
Seja (S, <) um conjunto parcialmente ordenado bem fundado e P
um predicado sobre elementos de S.

VreS (VseS (s<r— P(s)) = P(r)) = Vt € s.P(t)
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Provas por inducdo estrutural: um exemplo

Relembre a Defini¢do 3.2 de conjunto de simbolos proposicionais de
uma férmula.

Considere o conjunto Fp das férmulas da Légica Proposicional e a
propriedade P(y) : SMB(y) é finito.

Prova-se por inducdo estrutural que P se verifica para todos os
elementos de Fp.
» Casos Base.
» ¢ = p, para p € P. Pela definicio, SMB(p) = {p}, que é
finito.
» o = L. Pela definicdo, SMB(L) = 0, que é finito.
» Passo (faz-se apenas para ¢ = 11 A 12; 0s restantes casos sdo
semelhantes).
Pela definicdo, SMB(¢) = SMB(¢1) U SMB(¢»), que é finito
pois por hipétese de indugdo SMB(1)1) e SMB(1)3) séo finitos,
e a unido de conjuntos finitos é finita.

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa Légica Computacional



Equivaléncia entre a definicdo indutiva e a existéncia de
prova

Proposicao 3.1

O termo ¢ € Fp, se e sé se, existe uma prova para .

Prova do sentido “sé se™: por inducdo estrutural

Hipotese: termo ¢ € Fp. Tese: existe uma prova para ¢.

Base: ¢ = 1 ou ¢ = p para p € P. Por BOT ou por PROP, a
sequéncia ¢ é uma prova.

Passo: seja ¢ = 11 V1, (os restantes casos tém prova semelhante).
Por hipétese de inducdo existem sequéncias 11 - - - Y1, €

Y21 -+ - am (com n,m > 1), que provam respectivamente 11 e ;.
Logo, como 11 = 1, € Y2 = YPam, por DIS a sequéncia

P11+ Y1a21 - - - Y2mp prova .
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Equivaléncia entre a definicdo indutiva e a existéncia de
prova

Prova do sentido “se”: por inducdo no comprimento da prova
Hipétese: existe uma prova para ¢. Tese: termo ¢ € Fp.

Base: a prova é a sequéncia ¢ com comprimento 1. Ent3o, a
sequéncia tem apenas uma férmula (o = ¢), e logo, ¢y = L ou

@ = ppara p € P. Por BOT ou por PROP (respectivamente), a
férmula ¢ € Fp.

Passo: A prova é uma sequéncia o de comprimento 1 + n, sendo
@ =11 V1, a dltima férmula da sequéncia (os restantes casos tém
prova semelhante). Ent3o, a sequéncia tem duas subsequéncias o3
e oo, de comprimentos ny e no com n = ny + np, sendo a primeira
subsequéncia a prova de v; e a segunda a prova de 5.

Por hipétese de indugdo i1 € Fp e i» € Fp. Logo, por DIS,

p € Fp.
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