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Observagdo preliminar
As regras “faceis” Ateng3o as condicdes das definicdes
As regras mais exigentes

Substituicdo

Variavel por termo em férmula: p{t/x}

Denota a férmula que se obtém de ¢ substituindo t nas ocorréncias
livres de x, sendo t livre para x em .

Captura de variaveis livres: quando t ndo é livre para x em ¢
Seja <,0d§fEIyy>xe tdéfy—kl. Entdo, o{t/x} =3Jyy >y + 1

Termo livre para variavel em férmula

O anico caso relevante é quando a variavel é x e ¢ = Vy ¥ (ou

@ = 3dy1). Entdo um termo t é livre para x em @, se y ¢ \/(t) e t
é livre para x em 1.

Lema

Se para dado termo t e dada férmula ¢ se tem que

V(t) NVM(yp) = 0, entdo t é livre para qualquer variavel na
formula ¢
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Observagdo preliminar
As regras “faceis”
As regras mais exigentes

E facil introduzir o existencial
E facil eliminar o universal

Introducdo do Quantificador Existencial

Regra de introducdo

Se um individuo de dado universo goza de certa propriedade, entdo
existe algum individuo do universo que goza dessa propriedade.

D
p{t/x}

dx ¢

(31)

Exemplo: {Vx (P(x) — Q(x)), P(a)} I 3x Q(x)

Vx (P(x) — Q(x))* (¥e)

P(a)~ Qa) P(a)?
Q(a)

Ix Q(x)
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Observagdo preliminar
As regras “faceis”
As regras mais exigentes

E facil introduzir o existencial
E facil eliminar o universal

Eliminacdo do Quantificador Universal

Regra de eliminagdo
Se todos os individuos de dado universo gozam de certa
propriedade, ent3o cada um em particular goza também dessa

propriedade.
D

P )

p{t/x}

Note-se que t tem que ser livre para x em .
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Observagdo preliminar
As regras “faceis”
As regras mais exigentes

E facil introduzir o existencial
E facil eliminar o universal

Eliminacdo do Quantificador Universal

Contra-Exemplo: {VxJyy > x}/Jyy >y +1

yy>y+1=0Eyy>x){y+1/x}
mas y + 1 NAO é livre para x em Jy y > x.

Exemplo: {Vx ¢} F Ix¢p
Seja y € X tal que y € VV/(Vx ). Logo, y é livre para x em ¢.

Ent3o,
1
X )
oly/x}
(3)
dx
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Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

Introducdo do Quantificador Universal

Regra de introducdo
Se um individuo arbitrario de dado universo goza de certa
propriedade, ent3o qualquer individuo goza também dessa

propriedade.
D

ely/x}
Vx

(V1)

Onde:
1. y n3o ocorre livre nas hipo6teses abertas de D;

2. se x # y entdo y ndo ocorre livre em .
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Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

E fundamental garantir que o individuo é de facto arbitrario

Primeira condic3o
Variavel que designa o individuo arbitrario ndo pode ocorrer livre
nas hipéteses abertas da arvore de deducio.

Contra-Exemplo
Seja ¢ e > 3; logo ¢{y/x} =y > 3. Como y ndo é livre para x
em ¢, tem-se que {y > 3} I/ ¥xx > 3.
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Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

E fundamental garantir que o individuo é de facto arbitrario

Segunda condicdo

Se a variavel que designa o individuo arbitrario ndo é a variavel a
abstrair, ndo pode ocorrer livre no corpo do quantificador.

Contra-Exemplo

Seja godéfx—i— 1> y; logo {y/x} =y +1>y. Como y ndo é
livre para x em ¢, tem-se que {y + 1 > y} /Vxx+1>y.
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Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

Combinacgdo das regras do universal

Exemplo: {Vx (p A )} FVxp AVx1)
Seja y € X tal que y & VL(Vx (¢ A 4)). Logo, y é livre para x em
p e em ?. Entdo,

Vx (9 A1)
(e A D) = ey Aol 2
B L U
X : Vx
Vxp AVx (AI)
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Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

Quantificador Existencial

Regra de eliminacio

Se se prova que existe um individuo que verifica a propriedade ¢ e
que assumindo que um individuo arbitrario verifica a propriedades ¢
se prova a propriedade 1), ent3o prova-se a propriedade 1.

(ely/xH)m
Dy Dy

dIx ¢ P
(0

(ElEv m)

1. y n3o ocorre livre nem em 1) nem nas hipéteses abertas de D,
distintas de p{y/x};
2. se x # y entdo y ndo ocorre livre em ¢;

3. a marca m fecha s6 as hipéteses p{y/x} em D;.
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Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

Contra-exemplo para a segunda parte da primeira condicdo

{P(a), Q(x)} I/ Ix (P(x) A Q(x))

A arvore seguinte NAO & uma prova.

PO QW)

(A1)

Py o) _PLIAQL )
Ix P(x) Ax (P(x) A Q(x)) 3.9

Ix (P(x) A Q(x)) 7

Note-se que P(x) = P(x){x/x}.

O problema é que a variavel x ocorre livre na hipétese aberta Q(x).

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa Légica Computacional



Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

Contra-exemplo para a primeira parte da primeira condicdo

{3x Par(x),Vx (Par(x) — Par(x?))} t/ Vx Par(x?)

A arvore seguinte NAO é uma prova.

(Vx (Par(x) — Par(x?)))?

%
Par(x)3 Par(x) — Par(x?) ( )( e
5
(3x Par(x))! Par(x?) -
(3E73)
Par(x?) Vo)
Vx Par(x?) I

Note-se que Par(x) = Par(x){x/x}.

O problema ¢ que a variavel x ocorre livre no né Par(x?).
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Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

Contra-exemplo para a segunda condicdo

{3Ix (Par(x) Ny =3)} / Par(y) Ay =3

A arvore seguinte NAO & uma prova.

(Ix (Par(x) Ay = 3))} (Par(y) Ay = 3)?
Par(y) ANy =3

(EIEv 2)

Note-se que Par(y) = Par(x){y/x}.

O problema é que a variavel y é diferente de x mas ocorre livre em
Par(x) Ay = 3.
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Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

Eliminacdo do Existencial

{3x -} Vxp

Seja y livre para x em ¢ tal que y & VL(¢). Entdo,
y & VL(3x =) UVL(Vx ¢). Constroi-se entdo a seguinte prova.

(Vxe)
ely/x} Colly/xt = Cely/x)?
(3x ~p)! )
J_ (3E73)
m (—1,2)
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Observagdo preliminar Cuidado a introduzir o universal
As regras “faceis” Cuidado a eliminar o existencial
As regras mais exigentes Exemplos complementares

All together now

{VxVy (P(x,y) = P(y,x)),Vx 3y P(x,y)} F
Vx 3y (P(x, y)/\P(y, x))

(VxVy (P(x,y) = P(y,x)))*

W (Pluy) > PO ()
P(u,v) — P(v,u) E P(u,v)3
P(u,v)3 P(v,u)
(Vx3y P(x,y))? (¥e) P(u,v) A P(v,u) @) (A
WPy - Iy (Puy) AP(y )

3y (P(u,) 7 Py, ) Ge3 (G @ G)

3y (Poey) A Py (G G

G v ¢ VL(¥xVy (P(x,y) = P(y,x)))  Ca = @ VL(x Ty (P(x,) A P(y,x)))
5 4 ¢ VL@Ey (P(u, y) A P(y, 1)) e u ¢ VL(Vx 3y P(x,y))
G difv ¢ VL(P(u,y)) Gs Eu ¢ VL@ (P(x.y) A P(y,x)))
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