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Introdugdo O que se pretende e como obter?
Deduc¢do Natural Relembrar

Um sistema dedutivo

Objectivo

Determinar a validade de raciocinios (ou de férmulas) simplesmente
por manipulacdo sintactica dos simbolos que ocorrem nas férmulas
(sem recorrer a semantica).

Meio: sistema dedutivo

Uma extens3o ao Sistema da Légica Proposicional: as regras dos
conectivos proposicionais juntam-se regras de introducdo e
eliminac3o para cada quantificador.
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Introdugdo O que se pretende e como obter?
Deduc¢do Natural Relembrar

Provas

Uma prova é uma sequéncia de férmulas, sendo

> as primeiras as hipéteses (pode ser o conjunto vazio);

» cada uma das que n3o & uma hipdtese foi obtida por aplicacdo
de uma regra, eventualmente usando férmulas anteriores (na
sequéncia) como hipéteses dessa regra;

» a Gltima férmula da sequéncia é a conclusdo desejada.

Notacido
Sendo {¢1,...,dn} um conjunto de hipéteses (com n > 0) e ¢
uma conclusdo a provar, escreve-se

{¢17"'7¢)n}}_¢

se a partir das hipéteses ¢1, ..., ¢, se consegue construir uma
prova para ¢.
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Introdugdo O que se pretende e como obter?

Deduc¢do Natural Relembrar
Resultados
Terminologia
» Se se prova {¢1,...,¢n} F ¢ entdo ¢ diz-se consequéncia do

conjunto de hipéteses;

» Se se prova () I ¢ entdo ¢ diz-se teorema do sistema dedutivo
(e escreve-se I ¢).

Correccido e Completude. Um sistema de prova deve ser:

» Correcto: s6 permite derivar provas para férmulas validas e
para consequéncias semanticas

&+ ¢ implica ® = ¢

» Completo: permite derivar provas para todas as férmulas
validas e para todas as consequéncias semanticas

b = A imnlica ® - h
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

O que é uma prova?
Provas como arvores etiquetadas

» Uma prova ou inferéncia é apresentada em arvore, dita de
dedugdo ou derivaco.

» Cada arvore é construida a partir de arvores singulares (ou
folhas) utilizando-se as regras de inferéncia.

» Obtém-se um novo nivel da arvore por aplicacdo de uma regra
de inferéncia. Cada conectivo tem duas regras associadas (de
introdug&o e de eliminagdo desse conectivo), excepto o falso
(L) que pode apenas ser eliminado.

» A etiquetas dos nés s3o férmulas.

» As férmulas nas folhas s3o as hipéteses, e tém associadas
marcas (nimeros inteiros); A hipoteses distintas devem-se
associar marcas distintas.

» A férmula na raiz é a conclusdo da prova. Diz-se que a arvore
& uma derivacdo dessa férmula.
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

Quantificador Universal: é facil eliminar

Regra de eliminacio
Se todos os individuos de dado universo gozam de certa
propriedade, ent3o cada um em particular goza também dessa

propriedade.
D

Vx
o{t/x}

(Ve)

Exemplo: {Vx (P(x) — Q(x)), P(a)} F Q(a)

WX (P) = Q)
P(a) > Q) P(a)’
Q(a)

(=€)
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

Quantificador Existencial: é facil introduzir

Regra de introducdo
Se um individuo de dado universo goza de certa propriedade, entdo
existe algum individuo do universo que goza dessa propriedade.

D
el o
dx ¢

Exemplo: {Vx (P(x) — Q(x)), P(a)} I 3x Q(x)

vx(P(x) = QU

P(a)~ Qa) P(a)?
Q(a)

Ix Q(x)

(=€)

()
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

Quantificador Universal: como introduzir?

Facil se a féormula sé tem variaveis mudas

vy (P(y) = Q)" Vy P(y)?
PO Q)T P Y
9k,
Vx Q(x) I

Provou-se {Vy (P(y) — Q(y)),Vy P(y)} F ¥x Q(x).

A variavel x representa uma entidade arbitraria porque no ocorre
nas hipoteses.

Prova-se da mesma maneira que
{Vx (P(x) = Q(x)),¥x P(x)} F Vx Q(x), porque x ndo ocorre
livre nas hipéteses.
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

Quantificador Universal: como introduzir?

E se ha variaveis livres nas hipéteses abertas?

Vx EDP(X) — Q(x))! ve)

(x) = Q(x)
Q(x)
Vx Q(x)

P(x)?

(=€)

(1)

Esta arvore ndo & uma prova: a variavel x na hipétese P(x)
representa uma entidade concreta (mas desconhecida), pelo que
ndo pode ser abstraida.

Do conhecimento que um valor particular tem certa propriedade
ndo se pode concluir que todos os valores a tém.
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

Quantificador Universal: como introduzir?

E se ha variaveis livres nas hipéteses fechadas?

O seu ambito fica restricto.

-P(x)3
—— (3) 5
Ix —P(x) —3dx =P(x) o)
—E
L (1,3
P(x) )
Ux P(x) —(Vx P(x))! o
—E
;(LVQ)
dx =P(x)

Provou-se {—(Vx P(x))} I 3x =P(x) mostrando-se em provas por
absurdo propriedades de algum x (desconhecido).
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

Quantificador Universal: como introduzir?
{VxVy P(x,y)} F VyVx P(y, x)
VxVy P(x,y)1

Vy P(z.y) (\;E)
Px)
Vx P(z, x) ’ _
Vny—P(y,x) (¥, pois (Vx P(z,x)){y/z} = Vx P(y, x))

Variavel a abstrair ndo pode ocorrer livre

Vyy >y
y=2y
Vxx >y

(V)
(V1)

dyVxx >y G

Esta arvore ndo &€ uma prova: (x > y){y/x} =y >y, mas y ndo é
livie em x > y.
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

Quantificador Universal

Regra de introdug¢éo
Se um individuo arbitrario de dado universo goza de certa
propriedade, ent3o qualquer individuo goza também dessa

propriedade.
D

oy /x}
Vx

(V1)

Onde:
1. y ndo ocorre livre nas hipéteses abertas de D;

2. se x # y entdo y ndo ocorre livre em .
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

Quantificador Existencial: como eliminar?
{Vx(P(x) = Q),IxP(x)} F Q

(Ve)

Vx (P(x) — Q)*
Ply) > Q PO L.
Q F Ix P(x)3

Q

(ElEv 2)

Ideia
Se se sabe que quando um individuo tem a propriedade ¢ se pode
concluir a propriedade v, e se sabe que algum individuo tem certa
propriedade ¢, pode-se concluir a propriedade 1.
Requisitos

1. O individuo concreto que se assume ter a propriedade ¢ deve

ser genérico:ndo pode estar (livre) nas hipéteses abertas.
2. a propriedade a concluir ndo depende do individuo.
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Introdugio Relembrar
Dedug3do Natural As regras

Quantificador Existencial

Regra de eliminacio

(ply/x})m
Dy D,

Ix (0
Y

(ElEv m)

Onde:

1. y n3o ocorre livre nem em 1 nem nas hipéteses abertas de D,
distintas de p{y/x};

2. se x # y entdo y ndo ocorre livre em ¢;

3. a marca m apenas fecha (eventualmente) hipéteses p{y/x}
em D2.
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