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Unificagdo
Lema de Skolem

Forma Normal de Skolem

A férmula estd na FNCP e os quantificadores sdo todos universais.

Exemplos
> Q(x) Vv P(x,y);
» Vxf(x)=y;

» Vx P(x, f(x));
> Vx (f(x) = y A (Q(x) V P(x, f(x)))).

Contra-Exemplos

» Jy P(x,y);
» Vx 3y f(x) =y;
» Vx (f(x) =y A P(x, f(x))).
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Resolugdo para Légica de Primeira Ordem
Unificagdo

Forma Normal de Skolem

Definicio
Uma férmula ¢ da linguagem de primeira ordem esta na Forma
Normal de Skolem ou FNS (e escreve-se FNS(y)), se

Y =Vx1...VXp0

sendo 1) uma férmula de primeira ordem sem quantificadores tal
que FNC(v).
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Funcdo de Skolem

Procedimento de conversio
Dada uma férmula ¢ da linguagem de primeira ordem, obtém-se a
partir dela uma férmula ) na Forma Normal de Skolem da seguinte
forma:

» Obtém-se primeiro uma férmula ¢ = ¢ tal que FNCP(¢);

» Se ¢ tem k > 0 quantificadores existenciais, entdo s¥(¢) esta

na FNS, sendo s a seguinte fungdo (de Skolem).
» s(Ix Quxy ... Quxn ) = Qix1 ... Qux,¥{a/x}, sendo a uma

constante que ndo ocorre em ;

> S(VXl LV X 3x; Q,'+1X,'+1 - Q,,X,, w) =
VXl ce. VX,'_l Q,'+1X,'+1 ce QnX,, w{f(Xl, ce 7X,'_1)/X,'}, sendo f
uma func3o de aridade / — 1 que ndo ocorre em ).
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Funcdo de Skolem

Exemplo de conversio
Seja ¢ = =(Vx 3y P(x,y,z) VIxVy -Q(x,y, z)).

Como ¢ ndo estd na FNCP, faz-se primeiro a conversio.

¢ = —Vx3JyP(x,y,z) A=3IxVy-Q(x,y,z)
Ix Iy P(x,y,z) ANVxVy =Q(x,y, z)
IxVy ~P(x,y,z) ANVx Iy ==Q(x,y, z)
IxVy -P(x,y,z) AVu3v Q(u, v, z)
IxVy (=P(x,y,z) AVu3Iv Q(u, v, z))
IxVy (Vu3dv Q(u, v,z) AN =P(x,y,z))
IxVyVYu3dv (Q(u,v,z) AN=P(x,y,z)) = ¢
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Funcdo de Skolem

Exemplo de conversdo

Seja ¢ = =(Vx 3y P(x,y,z) V IxVy =Q(x,y, z)). Calculou-se ja
¢ = ¢ tal que FNCP(¢). Faz-se agora a sua Skolemiza¢so:
pretende-se encontrar uma férmula 1 = s2(¢).

s(s(¢)) = s(s(IxVyVu3v(Q(u,v,z) AN=P(x,y,z))))
= s(VyVu3dv(Q(u,v,z) A=P(a,y,z)))
= VyVU(Q(Ua f(yv u)az)/\_'P(aa)/aZ))):w

Note-se que as férmulas ¢ e 1) n3o sdo equivalentes. No entanto,
uma é possivel se e s6 se a outra o é.
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Resultado

Lema da Satisfacio

Exemplos e definigdo
Skolemizagdo

llustragdo do procedimento
Lema de Skolem

Para qualquer férmula de primeira ordem ¢ tal que FNCP(yp),
existe uma férmula de primeira ordem 1 tal que:

1. ¢ = s*(¢), sendo k o nimero de quantificadores existenciais

de ¢;
2. FNS(v); e

3.  é possivel se e s6 se 1) é possivel.

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa

Légica Computacional



Exemplos e definigdo
Skolemizagdo

llustragdo do procedimento
Lema de Skolem

Forma Normal de Skolem
Resolugdo para Légica de Primeira Ordem
Unificagdo

Prova do Lema de Skolem

Mostra-se por inducdo natural em k

Caso base: kK =1.

Considera-se primeiro que ¢ = 3x ¢ com FNS(¢).

Para alguma constante u que ndo ocorre em ¢ tem-se

s(Ix ¢) = ¢{u/x}. Por definicdo, ¢ € possivel se e sé se para
alguma estrutura de interpretagdo M = (U, /) e atribui¢do p se
tem M, p Ik 3x ¢, ou seja, se e s6 se existe u € U tal que

M, p[x :=u] IF ¢, i.e., se e s6 se p{u/x} é possivel.
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Prova do Lema de Skolem

Mostra-se por inducdo natural em k
Caso base: k =1.

Considera-se agora que ¢ = Vxi ... Vx, 3x ¢ com FNS(¢). Por
definicdo, ¢ é possivel se e sé se para alguma estrutura de
interpretacdo M = (U, I) e atribuicdo p se tem

M, plFVxq...Vx,3x @, ou seja, para quaisquer uy,...,u, € U e
algum v € U tem-se M, p[x1 1= wu1] - - [xn 1= up][x = u] IF ¢.

Para alguma funcio n-aria f que n3o ocorre em ¢ tem-se
s(Vx1...Vxp3x @) =Vx1 ... Vxp d{f(x1,...,xn)/x}.

Sabe-se que se t € T tal que t & livre para x em ¢ e [t]% = u
entdo M, p[x := u] IF ¢ se e s6 se M, p - o{t/x}. Fazendo

P =px1=uw]--[xp:=up)et="F(x,...,x,) tal que

[[t]]’/'\,/l = u, tem-se que M, p[x1 := u1] - [xn 1= up][x ;= u] IF ¢ se
e sése M,pl-Vxy...Vx,p{f(x1,...,xn)/x}.
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Lema da Satisfacdo

Prova
Mostra-se por inducdo natural em k. Passo: k =/ + 1.

Entdo, 1 = s¥(¢) = s(s/()). Seja ¢ = s'(p) tal que FNS(¢).

Por hipétese de inducdo, ¢ é possivel se e sé se ¢ & possivel.
Procedendo como para os casos base, conclui-se que v é possivel se
e s6 se ¢ é possivel (pois a equivaléncia é transitiva).
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Revisdo do procedimento
Clausulas

Relembrando a resolucdo...

Exemplo em Primeira Ordem

Considere-se o seguinte conjunto de clausulas, assumindo as
varidveis universalmente quantificadas.

{=Q(x,y), P(F(x), ¥)}, {=P(F(x), ¥) R(x,y,2)}}

» Um resolvente das duas clausulas em cima é a clausula
Ry = {_'Q(X’y)’ R(X7y’ Z)}

» Considere-se agora a clausula {=P(z,y), R(x,y,z)}. Nédo se
consegue resolve-la directamente com a primeira clausula do
conjunto acima, mas substituindo f(x) em z obtém-se a
clausula {=P(f(x),y), R(x,y,f(x))} que ja permite encontrar
um resolvente: Ry = {—=Q(x,y), R(x,y, f(x))}.

» Note-se que R, & consequéncia de R;: se esta é satisfeita
(para aualauer 7). entdo é satisfeita para z = f(x).
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Clausulas de Primeira Ordem

Definicdo
Considere-se uma férmula ¢ € F¥ tal que FNS(yp), ie.,
Y =Vx1...Vxp 0
sendo ) uma férmula de primeira ordem sem quantificadores tal

que FNC(v)).

» Como todas as variaveis est3o universalmente quantificadas
(as livres estdo-o implicitamente), ¢ pode ser escrita como um
conjunto de clausulas.

» Seja C(7)) o conjunto de clausulas que se obtém de v (que
esta em FNC). Define-se C(p) = C(v).
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Clausulas de Primeira Ordem

Lema
» Para qualquer p € F¥ tal que FNS(yp), existe um tnico C(y)
» Para quaisquer ¢, € F, se C(p) = C(¢) entdo ¢ = 1.
Estes resultados derivam dos respectivos da Légica Proposicional.

Literais

Na Légica de Primeira Ordem chamam-se literais as férmulas
atémicas (L ou predicados) ou a sua negacdo (T ou negacdo de
predicados).
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Resolucdo em primeira ordem

Substituicio

» No exemplo atras, encontramos uma substituicdo (z por f(x))
que converteu {—P(z,y), R(x,y,z)} em
{=P(f(x),y), R(x,y, f(x))}, permitindo encontrar um
resolvente de duas clausulas.

» Dado um conjunto de literais ocorrendo em duas clausulas,
para encontrar um resolvente é necessario encontrar
substituicdes que facam iguais literais envolvendo o mesmo
predicado.

Exemplo: £ = {P(f(x),y), P(z,w)} e sub= {f(x)/z{w/y}

Lsub = {P(f(x),y), P(f(x), w){w/y} = {P(f(x), w)}
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Forma Normal de Skolem Introdugio
Resolugdo para Légica de Primeira Ordem Defini¢cdes
Unificagdo Algoritmo

Motivacdo

Substituicio

» No exemplo, a substituicdo (z por f(x)) converteu
{=P(z,y),R(x,y,2)} em {=P(f(x),y), R(x,y, f(x))},
obtendo-se um resolvente das duas clausulas.

» Dado um conjunto de literais ocorrendo em duas clausulas,
para encontrar um resolvente é necessario encontrar
substituicdes que facam iguais literais envolvendo o mesmo
predicado.

Exemplo
Sejam L = {P(f(x),y), P(z,w)} e sub = {f(x)/z}{w/y}. Entéo

Lsub = {P(f(x),y), P(f(x), w)H{w/y} = {P(f(x), w)}
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Forma Normal de Skolem Introdugdo

Resolugio para Légica de Primeira Ordem Defini¢cdes
Unificagdo Algoritmo
Unificacdo
Definicdo

Um conjunto de literais £ é unificavel se existe uma substitui¢do
sub que aplicada a £ torna o conjunto singular (i.e., os varios
literais convertem-se num sé).

UnificacBes ndo sdo necessariamente (nicas
Seja L = {P(f(x),y), P(z,w)}.
» Vimos que se sub; = {f(x)/z}{w/y} entdo
Lsuby = {P(f(x),w)}.
» Claro que se sub, = {w/y}{f(x)/z} também
Lsuby = {P(f(x),w)}.
» Mas se subs = {f(x)/z}{a/x}{b/y} entdo
Lsubs = {P(f(x),y), P(f(x), b)}{a/x}{b/y} =
{P(f(a),y), P(f(a), b)}{b/y} = {P(f(a), b)}.
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Unificador mais geral

Definicdo

Dado um conjunto de literais £, a substituicdo sub é o unificador
mais geral de L (e escreve-se umg(L)), se € um unificador de £ e
se qualquer outro unificador sub’ de L é tal que subsub’ = sub’.

Proposicao

Um conjunto finito de literais & unificavel se e s6 se tem um
unificador mais geral.

Prova-se a proposicdo apresentando um algoritmo que, dado um
conjunto finito de literais, ou retorna a mensagem “n3o unificavel”
ou retorna o seu unificador mais geral.
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Algoritmo de unificacdo

Seja £ um conjunto finito de literais e faca-se (Lo, subg) = (L, 0).

Para dado k > 0, se L & singular entdo existem sub; para
1 < i < k tal que subgsuby - - - suby € o unificador mais geral de L.

Caso contrario, existem L;, L; € L tal que para P € SP,

Li=P(a1,...,am-1,3m,.-.,an) €
— / /
Li=P(at,...,am—1,apm, .., ay).

Suponha-se que o /-ésimo simbolo de a,, € a variavel x e o de a}, é
o termo t (que ndo contém x). Entdo,

subgy1 = {t/X} e £k+1 = Eksuka
e itera-se este processo.

Se nenhuma das condicdes anteriores se verifica, o algoritmo
retorna L n3o é unificavel”.
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Exemplo de aplicacdo do algoritmo de unificacio
Seja £ = {R(f(g(x)), a,x), R(f(g(b)),a, b), R(f(y),z,b)} e
(Lo, subg) = (L, 0).
Fazendo sub; = {g(b)/y} obtém-se
L1 = Losuby = {R(f(g(x))» avX)v R(f(g(b))v a, b)’ R(f(g(b))’ Z, b)}

Como L1 ndo é singular, procura-se nova substituicdo. Fazendo
suby = {b/x} obtém-se
Ly = Lisuby = {R(f(g(b)), a, b), R(f(g(b)), z, b)}

Como L5 n3o é singular, procura-se nova substituicdo. Fazendo
subs = {a/z} obtém-se

L3 = Losubs = {R(f(g(b)), a, b)}
Como L3 é singular, o unificador mais geral de L é
sub = subgsubisubysubs.
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Outro exemplo de aplicacdo do algoritmo de unificacdo

Seja £ = {R(f(g(x)), a, x), R(f(g(a)), a, b), R(f(y),a,b)} e
(Lo, suby) = (L, 0).

Fazendo sub; = {g(a)/y} obtém-se
£1 = £05Ubl = {R(f(g(x)), avX)v R(f(g(a)), a, b)}

Como L7 n&o é singular, procura-se nova substitui¢do.

Fazendo sub, = {a/x} obtém-se
Ly = Lisuby = {R(f(g(a)), a,a), R(f(g(a)), a b)}

Como L5 n3o é singular, procura-se nova substitui¢do.

Como n3o ha mais variaveis, ndo ha nenhuma substituicdo que
“unifique” os literais. Logo, o algoritmo retorna £ “ndo unificavel.
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Outro exemplo de aplicacdo do algoritmo de unificacdo

Seja £ = {R(f(g(x)),a,b), R(f(g(a)),a,b), R(f(x),a,b)} e
(Lo, suby) = (L, 0).

Fazendo sub; = {g(a)/x} obtém-se

L1 = Losuby = {R(f(g(g(a)))v a, b)’ R(f(g(a))’ a, b)}

Como £1 ndo é singular, procura-se nova substituic3o.

Como ndo ha mais variaveis, ndo ha nenhuma substituicdo que
“unifique” os literais. Logo, o algoritmo retorna £ “ndo unificavel.

Em geral, se £ contém um literal como P(x) e outro como
P(f(x)), ndo sera unificavel.
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Correccdo do algoritmo de unificacdo

Prova

Note-se que como o conjunto de literais £ é finito, o nimero de
variaveis que ocorrem em £ também o é. Logo, o algoritmo
termina sempre ap6és um niamero finito de passos.

Caso o algoritmo retorne £ “n3o unificavel”, pelos casos analisados
atras vé-se que L o é de facto.

Assuma-se ent3o que o algoritmo retorna como unificador mais
geral sub = subgsub; - - - suby, com k > 0. Falta mostrar que sub é
de facto o unificador mais geral.

Seja sub’ outro unificador de £. Como suby = ) tem-se que
subgsub’ = sub’. Suponha-se que subg - - - sub,sub’ = sub’, para
algum 0 < n < k; entdo L,sub’ = Lsubg - - - subpsub’ = Lsub’, que
é singular, ou seja, se sub’ unifica £ também unifica L,,.

Anténio Ravara, Sim3o Melo de Sousa Légica Computacional



Forma Normal de Skolem Introdugdo
Resolugdo para Légica de Primeira Ordem Defini¢cdes
Unificagdo Algoritmo

Correccdo do algoritmo de unificacdo

Conclusdo da prova
A prova termina por indug3o natural em n: considere-se que
1. subpy1 = {t/x} (onde x ndo ocorre em t); e que
2. para L;, L; € L se tem que para P € 5P,
Li=P(a1,...,3am-1,X,...,an) €
Li=P(a1,...,am-1,t,...,a}).
Como por hipétese sub’ & unificador de £,,, tem-se que
xsub' = tsub/, logo subpyisub’ = {t/x}sub’ = sub’.
Por hipétese de inducdo, para qualquer n < k tem-se que
subg - - - sub,1sub’ = sub’, logo também suby - - - subysub’ = sub’e
portanto suby - - - suby € o unf(L).
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