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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade
Linguagem de Horn Motivagdo
Algoritmo de Horn

Como determinar a natureza de uma férmula na FNC?

Custo computacional

» Transformar férmulas arbitrarias para a FNC & moroso.

» Se FNC(y) entdo verificar que |= ¢ é simples:
demora no maximo um tempo proporcional ao nimero de
simbolos proposicionais da férmula.
» Determinar se dada férmula (ndo valida) é possivel ou
contraditéria requer mais trabalho:
» & contraditéria se uma disjun¢do for um literal e outra a sua
negacdo (implica analise combinatéria);
» & possivel se todas as disjuncdes forem possiveis e a férmula
n3o for contraditéria.

S6 no caso da validade a andlise é eficiente. Mas ha partida ndo
sabemos a natureza da férmula dada... Vamos ver um algoritmo
eficiente, mas que s6 funciona para uma dada classe de férmulas.
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade
Linguagem de Horn Defini¢cdes
Algoritmo de Horn

Férmulas de Horn basicas

Terminologia
» Uma férmula atémica (p, com p € P, ou L) diz-se um literal
positivo.

» A negacdo de um literal positivo (—p, com p € P, ou T)
diz-se um literal negativo.

Definicio
Uma férmula de Horn basica é uma disjungdo de literais (com no
mMaximo um a ocorrer positivamente).

Exemplos

> L, p, pV—q, —pV —q sio férmulas de Horn basicas;

» pV gou LV pndo sdo férmulas de Horn basicas.
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade
Linguagem de Horn Definicdes
Algoritmo de Horn

Férmulas de Horn basicas

Ha 3 casos de férmulas de Horn basicas
» Sem literais negativos (sendo entdo apenas uma férmula
atémica).
» Sem literais positivos.

» Com literais negativos e um positivo.

Lema 10.1
Seja L um literal positivo.

1. L=T—=1L

2. Vi L= (N L) = L

3. \/7:1 L VL= (/\7:1 L;) — L
Provas
Por via axiomatica (exercicios simples).
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Linguagem de Horn Definicdes
Algoritmo de Horn

Férmulas de Horn

Definicdo 10.1: conjunto Ep das férmulas proposicionais

O conjunto Ep é definido pelas regras que definem o conjunto Fp e
pela regra de fecho para a negagdo (considerando tal operador
parte do alfabeto proposicional).

Definicdo 10.2: Férmula de Horn

Uma férmula ¢ € Ep tal que FNC(p) € uma férmula de Horn, se
cada disjuncdo tem no maximo um literal positivo.

Note-se que a conjuncdo de:

» férmulas de Horn basicas & uma férmula de Horn;

» férmulas de Horn é uma férmula de Horn, mas a sua disjuncio
nao.
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade
Linguagem de Horn Definicdes
Algoritmo de Horn

Linguagem de Horn

Relembra-se que T gy (sendo entdo um literal negativo).
Definicdo 10.3: Forma de Horn

Se ¢ € Ep entdo, para n > 1, tem-se ¢ = A7_;(C; — L;), sendo
paratodoo i€ {l,...,n}, GG=T ou G :/\j’(i:ll_iaj' com k; >1

e onde cada L;; é um literal positivo.

Notacdo
Considera-se {C;} = {L;; |Vje{1l,... . ki}}.
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade Definicdes
Linguagem de Horn Resultados
Algoritmo de Horn Exemplo de execucdo

Algoritmo de Horn
Defini¢do: seja H(y) : Ep — {0,1} a seguinte fungdo
recursiva
Seja p = \[_1(G — Aj), com n > 1.

H(p) = { 1, se L& A(p,{T})

0, caso contrario
sendo A: Ep x ({L, T}UP) — ({L, T} UP) a seguinte fungio:

A(p,C) = Al \ (G = Aj),CU{A}), se Jieq,...np{Ci} C€C
7 C, caso contrario ouse ¢ = T

onde

> o\ (G = A) E (ANZHG = A)) AN (G — A)),
se i >1;

o\ T
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade Defini¢des
Linguagem de Horn Resultados
Algoritmo de Horn Exemplo de execucdo

Correccdo do algoritmo H

Objectivo do algoritmo

A fung¢do H : Ep — {0, 1} determina se dada férmula de Horn é
contraditéria ou possivel.

Teorema 10.1: correccdo e completude de H
Dada uma forma de Horn ¢ € Ep, tem-se que:
» H(p) =1 se e s6 se ¢ & possivel;

» H(p) =0 se e s6 se ¢ & contraditdria.
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade Defini¢des
Linguagem de Horn Resultados
Algoritmo de Horn Exemplo de execucdo

Resultados sobre o algoritmo A

Se o algoritmo diz que a férmula é possivel, entdo atribuindo 1 aos
simbolos da férmula que ocorrem no output de A e 0 aos que n3o
ocorrem, obtém-se uma valoracdo que satisfaz a férmula.

Proposicdo 10.1

Se A(p,{T})=C e L ¢ C entdo tomando V tal que V(p) =
para cada p € C e V/(q) = 0 para cada g € (C \ P) N SMB(yp),
tem-se que V' I ¢.

1

Lema 10.2
A funcdo A é monétona crescente.

Logo, se no calculo da funcdo se coloca L no conjunto, pode-se
parar esse calculo (pois L estara no conjunto final).
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade Defini¢des
Linguagem de Horn Resultados
Algoritmo de Horn Exemplo de execucdo

Resultados sobre o algoritmo A

O algoritmo s6 devolve literais que ocorrem na férmula.
Seja ¢ uma forma de Horn, ie, o = A7_;(G — L;).

Lema 10.3: literais omissos
Ty S A ATH S {TIuU L
i=1

Se nenhum dos L; € 0o L oudos C; € 0o T, entdo ¢ é possivel.
Corolario 10.1

1. Se L ¢ Ui, Li entdo L ¢ A(p,{T}).

2. Se T ¢ U {Ci} entdo A(p,{T})={T}
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade Defini¢des
Linguagem de Horn Resultados
Algoritmo de Horn Exemplo de execucdo

Utilizacdo do algoritmo para determinar validade

O algoritmo de Horn pode ser usado para automaticamente
verificar validade

» Pelo Lema 5.2.1, a negacdo de uma férmula valida é
contraditéria (e vice-versa).

> Seja ¢d§f T(—p). Se 1) € uma forma de Horn, entdo calcula-se
H()). Se o resultado for 0, entdo ¢ & valida pois ¢ é
contraditdria.
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Linguagem de Horn Resultados
Algoritmo de Horn Exemplo de execucdo

Utilizacdo do algoritmo para determinar consequéncias
semanticas

O algoritmo de Horn pode também ser usado para
automaticamente verificar consequéncias semanticas

» Pelo Teorema 6.1,
{¢1,...,ont Epseesose E(p1A...Apn) = p.

» Seja wdéf T(=((p1 A-..ANon) — ¢)). Se ¥ € uma forma de
Horn, ent3o calcula-se H(1)). Se o resultado for 0, entdo
(p1 A\ ... AN@n) — @ évalida pois ¢ é contraditéria. Logo,
verifica-se {¢1,...,¢n} E ©.
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade Defini¢cdes
Linguagem de Horn Resultados
Algoritmo de Horn Exemplo de execucio

Aplicacdo do algoritmo

Exemplo
» Qual a natureza de
pA(=rVs)A(rV—-pV-g)A(-rVv-s)Aq?
» A férmula esta na FNC;
» A férmula n3o é valida (pelo Lema da validade das disjun¢des);

» Como estd na forma de Horn, aplica-se o algoritmo.
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Um algoritmo eficaz para decidir possibilidade Defini¢cdes
Linguagem de Horn Resultados
Algoritmo de Horn Exemplo de execucio

Emulacdo do algoritmo

Natureza de p A (—rVs)A(rV-pV -g)A(—-rV-s)Agq
Converte-se primeiro para a forma de Horn. Seja
=(T—=p)A(r—=s)A((pAg) = r)A((rAs) = L)A(T — q)
Aplica-se agora o algoritmo. Sejam
p1=(r—=s)A((pAg)=r)A((rAs)— L)A(T — q),
p2=(r—=s)A((pAqg)—=r)A((rAs)— L1).

Al AT} = A(e1,{T,p})

Alp2,{T,p,q})

A((r = s)A((rAs)— L), {T,p,q,r})
A((rAs)— L, {T,p,q,r,s})

= A(TAT.p.q.r;s,1})

— {T.pq.rs 1} %c

Como L € C, H(p) = 0; pelo Teorema 10.1, ¢ é contraditdria.
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Linguagem de Horn Resultados
Algoritmo de Horn Exemplo de execucio

Emulacdo do algoritmo

Natureza de p A (—r Vs)A(rV —pV =q) A (—rV —s)
Converte-se primeiro para a forma de Horn.
Seja=(T—=>p)A(r—=s)A(pAg)—=r)AN((rAs)— 1)
Aplica-se agora o algoritmo. Seja
Yv=(r—=s)AN({(pAg)—=r)A((rAs)— 1)).

A(p, AT} =
A, {T,p})
{T,p}

Como L ¢ {T, p}, entdo H(p) =1, logo pelo Teorema 10.1, a
férmula o é possivel.

Considere-se a valoragdo V tal que V(p)=1e

V(q) = V(r) = V(s) = 0. Facilmente se verifica que V I .
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Emulacdo do algoritmo

Natureza de p A (=r V s) A (rV —p) A —r
Converte-se primeiro para a forma de Horn.
Sejap=(T—=p)A(r—=s)A(p—=r)A(r— 1),
p1=(r—=s)A(p—=r)A(r— 1), e
p2=(r—=s)A(r— 1)

Aplica-se agora o algoritmo.

A(e,{T})
A(e1,{T,p})
"4(()027 {T7 P r})

{Ta p,r, J—}

i

pois A é monétona crescente. Como L € A(p,{T}), entdo
H(p) = 0. Logo pelo Teorema 10.1, a férmula ¢ é contraditéria.
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